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Introducao
= O gue éum agoritmo?
* Processo sistematico para computar um resultado a
partir de dados de entrada
* O gue séo estruturas de dados?
 Maneirade organizar dados e operar sobre eles
= Algoritmos + estruturas de dados = programas

« Um programa é a expresséo em linguagem formal
(inteligivel por um computador) de um algoritmo.



Projeto de Algoritmos

Entender a entrada
Entender 0 que se espera na saida
Repetir:
« Bolar um método,
e Se 0 método € correto, entéo
— Analisar a complexidade do método,
— Se complexidade é aceitavel, terminar.
|mplementar (programar)



Projeto de Estruturas de Dados
»  Umamodelagem abstrata dos objetos a serem
mani pul ados e das operacoes sobre eles
e Tipo de Dados Abstrato (“Abstract Data Type”)
 Ex.:Uma“pilha’, com operacbes “push’, “pop” etc.
=  Umamodelagem concretado TDA, isto €, como

armazenar o TDA em memoria/disco e gue algoritmos
devem ser usados para implementar as operacoes

 EX.: Pilhaarmazenada como lista encadeada ou vetor



Projeto versus Implementacao

= Um bom projeto leva a uma boa implementacéo
 Todasasidéas principaisjaforam estudadas
A traducéo do projeto em programa € quase mecanica
= (ounao)

Programar € uma arte

Um algoritmo inferior bem programado pode ser mais
util gue um algoritmo eficiente mal programado

Ha consideraches praticas quase t&o importantes quanto
um bom projeto, como por exemplo,

— Interfaces

— Manutenibilidade

— Documentacao



Algoritmos e Complexidade

» Eficienciade um algoritmo
o Complexidade de tempo: quanto “tempo” & necessario
para computar o resultado para uma instancia do
problema de tamanho n

— Pior caso: Considerase ainstanciaquefaz o
algoritmo funcionar mais lentamente

— Caso medio: Considera-se todas as possivel's
Instancias e mede-se 0 tempo médio

= Eficiénciade uma estrutura de dados

« Complexidade de espaco: quanto “espaco de
memoria/disco” € preciso para armazenar a estrutura
(pior caso e caso medio)

= Complexidade de espaco e tempo estdo freqlentemente
relacionadas



Algoritmos e Complexidade

Eficiéncia medida objetivamente depende de:
e Como o programador implementou o algoritmo/ED

» Caracteristicas do computador usado para fazer
experimentos:

— Velocidade da CPU
— Capacidade e velocidade de acesso a memoria
primaria/ secundaria
— Etc
e Linguagem / Compilador / Sistema Operacional / etc

Portanto, a medicao formal de complexidade tem que ser
subjetiva, porém matemati camente consistente

P Complexidade assintética



Complexidade Assintotica

Tempo / espaco medidos em numero de “passos’ do
algoritmo / “palavras’ de memoria ao inves de segundos
ou bytes

Andlise do algoritmo / e.d. permite estimar uma funcéo que
depende do tamanho da entrada/ niumero de dados
armazenados (n).

* BXI T(n)=13n*+2n? +6nlogn
Percebe-se que a medida que n aumenta, o termo cubico
comeca a dominar

A constante que multiplica o termo cubico tem
relativamente a mesma importancia que a velocidade da
CPU / memoria

Diz-seque T(n) T O(nd)



Complexidade Assintotica
= Definicao:
T(n) T O(f(n)) se existem constantes ¢ e n, tais que
T(n) £ cf(n) paratodon3 n,
» Alternativamente,
T(n)T O(f(n)) selim 4y T(N)/f(n) éconstante (Mas

nao Infinito)
= Exemplo:
._T(n) _,. 13n°+2n°+6nlogn
lim =lim
¥ f(n) ne¥ n®

O no
_“ma_e[3+ + g
n®¥e N n ﬂ

=13



Limite Superior e Limite Inferior
Notacao O é usada para estabel ecer limites superiores de
complexidade
Para estabel ecer limites inferiores de complexidade usa-se a
notacao W
Definicéo
T(n) T W(f(n)) se existem constantes ¢ e n, tais que
cf(n) £ T(n) paratodon? n,
Alternativamente,
T(n) T W(f(n)) selim o, T(n)/f(n)>0paratodon3 n,
(pode ser, inclusive, infinito)
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Limites Justos
Observequese T (N) T O (nd) entdo, T(N)T O (M), T(n)T O
(n°), etc
Anaogamente, se T (n) T W (n3) entéo,
T()T WM, T(n)T W(n), etc
Se umafuncao T (n) tem como limites superior e inferior a
mesmafuncéo f (n), entao diz-se que f (n) € um limite justo de
T(n),ouT (1T Q(f (n)
Definicéo
e TMNT QEM)U T(M)T OF (M) UT ()T W( (n))
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Inventario de funcdes de complexidade
T(n)T O(1) : constante — mais rapido, impossivel
T(n)T O (loglogn) : super-rapido
T(n)T O (log n) : logaritmico — muito bom

T(n)T O(n): linear —é o mehor que se pode esperar se
algo n&o pode ser determinado sem examinar toda a
entrada

T(n)T O(nlogn) : limite de muitos problemas préticos,
eX.. ordenar uma colecao de nimeros

T(n)T O (M) : quadrético
T(n)T O (nk) : polinomia — ok paran pequeno
T(n) T O (KM, O (n!), O (n") : exponencial — evite!
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Exemplo: Pontos maximos em 2D

Um ponto maximo de uma colecdo é um gque nao é dominado por
nenhum outro (da colecéo)

Diz-se que um ponto (X,, y;) dominaum ponto
(X2 Yo) £ X, 3 X €Y% Y,

14+
——————————————— -’ (7113) ? 1?
bz T R
10+ 5 (9,10)____, (14,10)
81 |
o (7,7) i g (5T
°T L@ o (1L5) |
4 o (4.4 |
2- 5.1) (13,3)

2 4 6 8 10 12 14 16
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Exemplo — Algoritmo Forca Bruta

» Bastatestar todos os pontos e verificar se S80 maximos:
proc maximos (Inteiro n, Ponto p [1..n]) {
para i desde 1 até n fazer {
dominado - falso
j - 1
enquanto @dominado U jEn fazer {
se itj U domina (p[j],p[i]) entéo
dominado - verdadeiro
[T
}

se @dominado entédo reportar (p[i])



Observacoes sobre pseudo-codigo

E uma descricdo do agoritmo para humanos

N&o precisa conter detal hes desnecessarios

Ex.: Assumimos que p ndo contém pontos duplicados, mas este pode
ser um detalhe importante para o implementador

Precisa ser inteligivel

Se 0 algoritmo usa outro algoritmo, este deve ser Gbvio ou
deve ser explicitado.

Ex.: funcdo domina deve ser explicitada?
proc domina (Ponto p, Ponto q) {
retornar p.x3 gqx U py3 qy
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Correcao do algoritmo
» Se o agoritmo néo é dbvio, deve-se dar uma justificativa
de sua correcao
= Em particular:

e Enumere restricOes sobre a entrada admitida pelo
algoritmo

 Diga porque cadaresultado computado satisfaz o que €
pedido

 Diga porque nenhum resultado correto € omitido
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Analise de complexidade (pior caso)

O pior caso acontece quando todos 0s pontos S0 Maximos

O interior do lago mais interno tem complexidade
constante, digamos 2 (o0 comando “se” e aatribuicao a“|”)

O lago mais interno tem complexidade é” 5
j=1
O interior do lago mais externo tem complexidade 3+ a 2
i=1

O algoritmo tem complexidade

na n
a 63+q 2

=1 j=1

=n(3+2n) =3n+2n°

QIIO:
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Somatorios

» Propriedades
n N
@) _ 9
a Cg = ca &
1=1 1=1

a(a+h) aa+ah

=1
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Alguns somatorios notaveis
Sarie aritmetica . parans 0

N
Qi=1+2+..+n= n(n+1) =Q(n*)
=1 2

Série geométrica : sgja x umaconstante® 1

n

é. X =1+ X+ X2 +..+ X" = X" -1_1Q(1),se0<x<1

e x-1 _% Q(x"),sex>1
Sé&rie Harmonica:

n
H, :é __1:1+i+l+...+1 »|nn=Q(Inn)

—q | 2 3 n
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Resolvendo somatorios

» O gue fariamos se ndo soubéssemos que
& o _ 2n® +3n°+n

— A3
iazl = . =Q(n%)

» Usar limites aproximados
n n
Qi2£3 n?=n°=Q(n°)

i=1 i=1
= Aproximar por integrais

n+1
1 9( 3 3 3
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Justificando a aproximacao por integral

A2)

fix)

J L2 3.

fl

f2)

_~f{x)

QL 25w

o+l
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Resolvendo somatdérios por inducao

* Formula-se um palpite e tenta-se prova-lo. Ex.:
qi?=an®*+bn®+cn+d
i=1
* Provado caso base:
 Paran=0, o somatério é0
o Triviamente verdadeiro se admitirmosd =10
= Provado caso genérico

g o _8%t,0
Qi° a|—+n
=1 -1 @

=a(n- 1)’ +b(n- )% +c(n- 1) +n?

—an’+(-3a+b+1n*+(3a- 2b+c)n+(-a+b- ¢)
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Resolvendo somatdérios por inducao

* Provado caso generico:
» Coeficientes de poténcias iguais tém “bater”

a=a, b=-3a+b+l1 c=3a-2b+c -a+b-c=0

e Resolvendotemosa= 1/3,b=1/2ec=1/6
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Array (vetores, matrizes)

Organiza dados de mesma natureza (mesmo tamanho) em posi¢coes
sucessivas damemoaria

D, | D, |D, | D, Dy,
A, AL A A, A

Cada dado é identificado por um indice

Dado um indicei € possivel computar o endereco de memoria
correspondente em tempo constante

« Seoarray éaocado apartir do endereco A, e cada dado ocupak
posi¢oes, entao o i-ésimo elemento estd no enderego A= A, +i.K
Matrizes sdo construidas analogamente como vetores de vetores
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Array

Estrutura de dados fundamental

 Diversas outras estruturas sao implementadas usando
arrays

o Em dltimaandlise, apropria memoriaéum array
Problemas:
» Alocacdo de memoaria
— Quantas posi¢coes deve ter 0 array para uma dada
aplicacaon?
— O gue fazer se precisarmos mais?

e Como inserir um novo dado entre o k-éssimo e o
(k+ 1)-ésimo elemento?

e Como remover o k-ésimo e emento?
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Busca em Arrays

= Dado um array A contendo n valores nas posicoes
A[OQ] .. A[n-1] eum valor v, descobrir:
o Sev pertence ao array (problema + simples)
e Qual ou quais posicoes de A contém v (normal mente
assume-se que todos os dados em A sao distintos)

= Algoritmo trivial: busca sequencial
proc buscaseqguencial (v, n, Al0..n-1]) {
ache - faso

I = 0

enquanto I < n e nao achea fazer {
se Ali] = v entdo achei - verdadero
sendo I - I + 1

}

se achel entao reportar (i) sendo reportar(-1)

}
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Busca em Arrays

» Busca seguencial smples testatrés condicoes dentro do
laco.

= E possivel alterar o agoritmo para empregar apenas um
teste no laco de repeticéo

= Buscacom Sentingla;

e Usa-se umaposicao amaisno final do array (A[n]) que
é carregada com uma copia do dado sendo buscado (V)

 Como e garantido que v seraencontrado, Nn&o € preciso
Se precaver contra 0 acesso de uma posicao | nao
existente
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Busca Seqguencial com Sentinela

proc busca com sentindla (v, n, A[O..n]) {
A[n] oV
| - O
enquanto A [i] ' v fazer {
| = 1 + 1
}
se | < n entao
reportar (i) % encontrado
senao
reportar(-1) % n&o encontrado
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Busca Sequencial — Analise

= A andlise de pior caso de ambos os algoritmos para busca
seguencial séo obviamente O(n), embora a busca com
sentinela sgga mais rapida
= A andlise de caso medio requer gque estipulemos um
model o probabilistico para as entradas. Sejam:
 E,, E,, ... E ;asentradas v correspondentes as
situacoes onde v=A[0], v=A[1], ... v=A[n-1]
e E entradasvtais que v nao pertence ao array A
* pP(E;) aprobabilidade da entrada E; ocorrer

 t(E;) acomplexidade do algoritmo quando recebe a
entrada E;

= ASSUmIMmos:
 p(E)=o/nparai <n
* p(E) = 1-q
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Busca Seqgtencial — Analise de Caso Médio

Se admitirmost (E;) = i+ 1, entdo temos como
complexidade média:

én. pP(E)t(E)=(n+D(1- q)+g§%1i +19

i=0 Nei-o %]
= (n+1)(L- g+ "N+
N 2
_(n+1)2- o)
2

Para g=1/2, temos complexidade media » 3n/4
Para g=0, temos complexidade média» n
Para g=1, temos complexidade media » n/2
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Arrays Ordenados
Se 0s dados se encontram ordenados (em ordem crescente ou
decrescente), a busca pode ser feita mais eficientemente
Ordenacao tomatempo Q(n log n)

Util se a colecio ndo é aterada ou se é alterada pouco
freqUentemente

Busca sequiencial ordenada tem complexidade média= n/2
Busca binaria tem complexidade pior caso O(log n)
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Busca Sequencial Ordenada

proc busca ordenada (v, n, A[0..n]) {

A[n] oV
| - O
enquanto Afl] < v fazeri - | + 1
se i<n e AJ[i]=v entao

reportar (i) % encontrado
senao

reportar (-1) % nao encontrado

32



Busca Binaria

proc busca binaria (v, n, A[0..n-1]) {
iInf = O % limite inferior
sup = n-1  %]limitesuperior
enquanto inf £ sup fazer {
meio = (inf+sup) div 2
se A[meio] < v entao
inNf = melo+1
senao se Almeio] > v entao
sup - meo-—1
senao
retornar (meio) % Vaor encontrado

}

retornar (-1) % Vaor ndo encontrado
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Busca Binaria - Analise de Complexidade

= O agoritmo funciona examinando as posicoes
Alinf], Alinf+1],... A[sup]

» Cadaiteracéo do lago elimina aproximadamente metade
das posicoes ainda nao examinadas. No pior caso:

* [niciamente: n
« ApGsalditeracdo: ~ n/2
o ApdsaZ2@iteracao: ~ n/4

¢ ApOsak-ésimaiteracdo: ~ n/2k=1
= |.0go, no pior caso, o algoritmo faz ~ log, n iteragoes, ou
sga, 0 agoritmo tem complexidade O(log n)

34



Arrays - Insercao e Remocao de Elementos

E preciso empregar agoritmos de busca se:
» A posicéo do elemento a ser removido n&o € conhecida
» O array nao pode conter elementos repetidos
Se o array é ordenado, deseja-se preservar a ordem
» Dedocar elementos para criar / fechar posicoes
Se 0 array n&o e ordenado,
 Insercdo: Adicionar elemento no final do array

* Remocéo: Utilizar o elemento do final do array para
ocupar a posicao removida
Se todas as posi¢oes estao preenchidas, insercao ocasiona
overflow
e Realocar o array

e Reportar erro
35



Exemplo: Insercao em Array Ordenado

» Assume-se que o array A pode conter elementos iguais
» Expressies |ogicas séo avaliadas em curto-circuito

proc insercéo_ordenada (v, n, max, A[0.. max—1]) {
se n<max entao {
= N
enquantoi >0e A[i-1] > vfazer {
Alil - Afi-1]
|- -1
}
Ali]~ v
n- n+1

}

senao reportar ("Overflow")

}
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Exemplo: Remocao em Array Ordenado

= Algoritmo remove o elemento A [i]
* PressupOe-se quei fol obtido por uma operacao de busca

proc remocao _ordenada (i, n, A[0.. n—1]) {
sei<nentao {
n- n-1
enquanto | < nfazer {
Ali] =~ A[i+]1]
| = 1+1
}
}

senao reportar ("Erro")

}
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Complexidade de Insercao e Remocao
Os dois algoritmos para arrays ordenados tém
complexidade de pior caso O(n)

E possivel realizar insercéo e remocio em O(1) se ndo for
necessario preservar ordem entre os el ementos
Observe que:
* Array ordenado
— Busca (binaria) = O(log n)
— Insercao/Remocéo = O(n)
e Array nao ordenado
— Busca (seguencial) = O(n)
— Insercao/Remocéo = O(1)
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Pilhas, Filas e Deques

= Arrays, assim como listas*, sdo frequentemente usados
para implementar colecoes sequienciais de dados onde as
alteracoes (insercéo/remocao) sao efetuadas apenas no
Inicio ou no final da segtiéncia:
« Pilha: insercéo e remocao na mesma extremidade
 Fila insercao numa extremidade e remocao na outra

* Degue (double-ended queue): insercéo e remocao em
ambas extremidades
* OBS.. Lembre que estamos empregando o termo “array”

para denotar colecoes de dados de mesmo tamanho

armazenados contiguamente em memoria. Falaremos de
listas mais tarde.
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Pilhas

» Dadauma pilha P, podemos definir as seguintes
operacoes.
« Empilha (dado v, pilha P): acrescenta o dado v no topo
da pilha. Pode ocasionar overflow

e Desempilha (pilha P): descarta o dado mais
recentemente empilhado (no topo da pilha). Pode
ocasionar underflow

o Altura (pilha P): retorna o niumero de elementosde P

o Topo (pilha P): retorna o dado mais recentemente
empilhado. Definida apenas se Altura (P) >0

= A politicadeinsercao e remocao a maneirade umapilhaé
também conheciada como “LIFQO”: Last In, First Out
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Implementando Pilhas com Arrays

*  Assumimos que uma pilha P tem os seguintes
campos/componentes:
e P.max = numero maximo de dados comportado pela
pilha
e P.A[O..P.max—1] = array com P.max e ementos
e P.n= ndmero de elementos presentes na pilha
(inicialmente 0)

* Nossaimplementacao armazena os dados na pilhaem

P.A[O.. P.n—1], namesma ordem em que foram
empilhados:

 P.A[0O] é0dado maisantigo
 P.A[P.n—1] €0 dado maisrecente
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Implementando Pilhas com Arrays

proc empilha (dado v, pilha P) {
se P.n<P.max entao {
PA[P.N] = v
Pn- Pn+1
}

senao reportar ("Overflow")

proc altura (pilhaP) {
retornar (P.n)

}

proc desempilha (pilha P) {
seP.n>0entao P.n- Pn-1
senao reportar ("Underflow")

proc topo (pilhaP) {
retornar (P.A[P.n—-1])

}
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Complexidade da Implementacao de Pilha
» Todas as operacoes sao O(1)
= Sefor necessario tratar overflow com realocacdo, insercao
pode ter complexidade de pior caso O(n)

 Um novo array de comprimento maior (ex.: 2 max) €
alocado

» Todos 0s elementos sao copiados para 0 novo array
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Filas
= S30 comumente definidas as seguintes operacoes sobre
filas:
« Enfileira (dado v, filaF) : o dado v é posto nafilaF

* Desenfileira (filaF) : descarta o dado mais antigo
(menos recentemente enfileirado) dafilaF

o Comprimento (filaF) : retorna o nUmero de elementos
nafilaF

* Proximo (filaF) : retorna o dado mais antigo dafilaF

= A politicade insercao e remocao de dados a maneirade
umafila e conhecidacomo “FIFO” — First In First Out
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Filas Implementadas com Arrays
= UmafilaF pode ser implementada usando uma estrutura
COMm 0S Seguintes campos
e F.max = nimero maximo de dados
« F.A[O0.. F.max-1] = array onde 0s dados sao postos
e F.inicio = indice do 1° elemento dafila (inicialmente O)
* F.n= ndimero de elementosdafila

» Oseementos da fila sdo armazenados consecutivamente a
partir de F.A [F.inicio] podendo “dar avolta’ e continuar a
partir de F.A [0]. Exemplo:

O 1 2 3 4 5 6 ( 8 9 max = 10

A Inicio= 7

1 f n=35
Ultimo Primeiro
elemento elemento
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Filas Implementadas com Arrays

proc enfileira (dado v, filaF) { proc comprimento (filaF) {
se F.n< F.max entao { retornar F.n
F.A[(F.inicio + F.n) mod F.max] = v | }
Fn- Fn+1l
} proc proximo (filaF) {
senao reportar ("Overflow") retornar F.A[F.inicio]
} }

proc desenfileira (filaF) {
se F.n>0entao {
F.inicio -~ (F.inicio + 1) mod F.max
Fn- Fn-1
}

sendo reportar ("Underflow")

}
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Ordenacao de Arrays
» Operacao de grande importanciateorica e préatica
= Muitos algoritmos conhecidos com complexidade
O(n log n):
e Heap3ort
e QuickSort
e MergeSort

» Freguentemente, algoritmos com complexidade assintotica
pior — tipicamente O(n?) — acabam sendo mais eficientes
para n pequeno:

e BubbleSort

e |nsartionSort

a7



Dividir para Conquistar
Vamos estudar o MergeSort, um algoritmo sob o principio
“Dividir para Conquistar” ou “Divide and Conquer™
Consiste de:
 Dividir atarefa em peguenas subtarefas

e “Conquistar” — resolver cada subtarefa aplicando o
algoritmo recursivamente a cada uma

e Combinar as solucdes das subtarefas construindo assim
a solucao do problema como um todo
Tipicamente, algoritmos do tipo “Dividir para Congquistar”
S80 recursivos
Na andlise de algoritmos recursivos os limites de

complexidade precisam ser determinados resolvendo
recorréncias
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MergeSort
= Considere um array A[1..n]. O algoritmo consiste das
seguintes fases
e Dividir A em 2 sub-colecoes de tamanho » n/2

e Conquistar: ordenar cada sub-colecdo chamando
MergeSort recursivamente

o Combinar as sub-colecoes ordenadas formando uma
uinica colecao ordenada

= Se uma sub-colecdo tem apenas um elemento, elajaesta
ordenada e configura o caso base do algoritmo
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MergeSort
* A rotinaMergeSort abaixo ordena as posicoesi, i+1, ...
I+n-1 do array Al]
= A rotinaMerge é dada a seguir
proc MergeSort (A ], 1, n){
se n>1lentao {
m- ndiv 2
MergeSort (A, i, m)
MergeSort (A, 1 + m, n—m)
Merge (A, 1,1 +m, n)
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MergeSort

proc Merge(A[], 11,12, n) {

array B[]
], k= i1,i2,i1
enquantoi <i2ej<il+nfazer {
se AJi] £ Alj] entao {
Bkl - Al
K,i=m k+1,i+1
} senéo {
Bk~ Al]
K,j- k+1,j+1
}

enquanto i <i2 fazer {
Bk - Ali]
,Lk= i+1,k+1

}

parai desdeil até j—1 fazer {
Ali] - BIi]

}
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MergeSort - Consideracoes

= MergeSort € um algoritmo de ordenacao estavel

« Sedois elementos sdo iguals eles nunca sao trocados de
ordem

 Importante, por exemplo, se os e ementos ja estéo
ordenados segundo alguma chave secundaria

= O array auxiliar B n&o pode ser evitado sem piorar a
performance do algoritmo

= O"overhead’ darecursao pode ser aliviado empregando-
se um algoritmo mais simples quando os arrays forem
peguenos (algumas dezenas)
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MergeSort - Consideracoes

» Pode-se aliviar asituagao evitando a copia dos elementos
de B devoltapara A

Usa-se 2 arrays A e B de mesmo comprimento

Em niveis pares da recursdo, Merge operaem A usando
B para armazenar o resultado

Em niveis impares a situagao é invertida
Ao final pode ser necessario copiar de B para A

novamente (se 0 numero de niveis de recursao for
impar)
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MergeSort - Analise

= AndlisedarotinaMerge:

Cada chamada mescla um total de n elementos

Ha trés lacos de repeticao, sendo que cada iteracdo
executa um numero fixo de operacoes (que nao
depende de n)

O total de iteracOes dos 2 primeiros lacos nao pode
exceder n, ja que cada iteracdo copia exatamente um
elemento de A paraB

O tota de iteracOes do terceiro laco néo pode exceder n,
ja que cadaiteracéo copia um elemento de B para A

V emos entdo que N0 maximo 2n iteractes sao
executadas no total e portanto o algoritmo é O(n)
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MergeSort - Analise

= Andlisedarotina MergeSort

« Admitamos que T(n) represente a complexidade
(nimero de passos, comparacoes, etc) de MergeSort

e Paran =1, otempo é constante. Como estamos
desprezando fatores constantes, digamosque T(1) = 1

e Paran> 1, arotinachama:
— asl mesma, recursivamente:
» Umavez ¢/ n valendo én/20
» Qutravez ¢/ n valendo n - é/20= en/2u
— Merge, que executa n operacoes
e Portanto, paran>1, T(n) =T (&/20) + T (&/20) + n
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Resolvendo Recorréncias

* Vimos que aandlise do algoritmo MergeSort resultou
numa formula recorrente:

11 sen=1
L) P
TT(@/20+T(n/2)+n sn>1

» Pararesolver tais problemas, pode-se empregar muitas
técnicas. Vamos ver apenas algumas:

o “Chute” + verificagao por inducao
e |teracao
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Percebendo padroes

= Vgamos como T (n) se comporta para alguns valores de n
T =1
T2 =TA)+T(D)+2=1+1+2=4
TR =T2)+T(1)+3=4+1+3=8
TA=T2)+T(2)+4=4+4+4=12

T8)=T(4)+T(4)+8=12+12+8=32
T(16)=T(8) +T(8) + 16 =32+ 32+ 16 =80

T(32) = T(16) + T(16) + 32 =80 + 80 + 32 = 192
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Percebendo Padroes

* Podemos vislumbrar gue como o algoritmo opera dividindo
0s intervalos sempre por 2, um padrao pode emergir para
valores de n iguais a poténcias de 2

» De fato observamos o seguinte quando consideramos o valor
deT(n)/n:
T(1)/1=1
T(2)/2=2
T(4)/ 4=3
T(8) / 8=4
T(16) / 16=5

T(2¥ / 2k = k+1
= QOusga, parapoténciasde 2, T(n) / n= (log, n) + 1, ou
T(n) = (nlog, n) + n -



Provando o Palpite por Inducao

Primeiro vamos nos livrar dos arredondamentos T (én/20) e
T (én/20) provando o teorema apenas paravalores de n
Iguals apoténcias de 2

Esta hipotese ssimplificadora se justifica pois o algoritmo
nao se comporta de maneira significativamente diferente
guando n nao é uma poténciade 2

Portanto, temos
il sen=1
T(n) =i
12T (n/2)+n sn>1.
Vamos provar por inducao que, paran = 1 ou qualquer
valor par den maior que 1, T(n) = (nlog, n) + n
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Provando o Palpite por Inducao

» Casobasen=1
e T(1)=(1log,1)+1=0+1=1
= Caso geral: como n € umapoténciade 2, /2 também é e
podemos admitir que a hipotese e verdadeira para qual quer
poténciade2n’ <n
e TN=2T(n/2)+n
=2((n/2)log, (n/2) +n/2) +n
=(nlog, (n/2)+n) +n
=nlog, (n/2)+2n
=n(log, n—log, 2) + 2n
=n(log,n—-1) + 2n
=nlog, n+n
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Método da Iteracao
Nem sempre temos intuicao suficiente sobre o
funcionamento do algoritmo para dar um palpite correto

O método daiteracéo permite que se reconheca um padréo
sem necessidade de chutar

Quando funciona, a solucéo do problema darecorrénciaé
obtida resolvendo-se um somatorio

O método consiste esguematicamente de:
» Algumas iteragOes do caso geral sdo expandidas até se
encontrar umalel de formagéo

e O somatorio resultante é resolvido substituindo-se os
termos recorrentes por formulas envolvendo apenas
0(s) caso(s) base
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Resolvendo o MergeSort por Iteracao

T(nN)=2T(n/2)+n
=2(2T(n/4)+n/2)+n=4T(n/4) +2n
=4(2T(n/8)+n/4)+2n =8T(n/8) +3n
=8(2T(n/16) +n/8) + 3n = 16T (n/16) + 4n

= 2T (n/(2")) +kn

» | embramos que, no limite, temos que chegar no caso base

darecurséo, ou sgja, T(1)

= Paratermos aformulaacimaem termosde T(1), n/ (2¥)
tem gue convergir para 1, e isso sd acontece se 2k=1, ou
sgja, k=log,n

63



Resolvendo o MergeSort por Iteracao

= Temosentao
T(n) = 2°"T(n/(2'*=")) + (log, n)n
=n*2*T (1) +nlog, n

=n+nlog, n
» Chegamos a mesma formula, mas agora sem “chutar”

» |_embre-se dessas Uteis rel acbes envolvendo logaritmos;

og(ab) =loga +loghb
oga’ =bloga
09, X = log, X

log, a

logy, X log, a

a - X
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Exemplo Mais Complexo de Iteracao
= Vamos tentar resolver a seguinte recorréncia por iteracao:

il en=1
T(n) =i
13T(n/4)+n sn>1.

= Temos

T(n)=3T(n/4)+n
=3(3T(n/16)+n/4)+n=9T(n/16) +3n/4+n
=9(3T(n/64)+n/16)+3n/4+n=27T(n/64)+9n/16+3n/4+n

=3T(n/4)+ 3 (/4 +..+F(n/4°)+3(n/4) +n
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Exemplo Mais Complexo de Iteracao

= No limite, temos n/4k=1 e portanto, k=1og,n.Usando este
valor na equagao, temos
(log,n)-1 _
T(n)=3%%"T(n/4°"Y+n Q (3/4)
1=0
(log,n)-1 _
=n**+n g (3/4)
=0
» |Lembrando aférmula paraasoma de termos de uma PG:

ém X = X"- 1
i=0 X-1
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Exemplo Mais Complexo de Iteracao
* Temos finalmente

(3/4)°%" - 1
-1/4

r]Iog4(3/4) _ 1

-1/4
— nIog43 _ 4n(n(log43)-1 _ 1)

— r]Iog43 _ 4nlog43 +4n
=4n- 3n'%°
=4n- 3n°”1 Q(n)

T(n) =n'*° +n

— nIog43 +n
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Arvores de Recursio
Maneira gréafica de visualizar a estrutura de chamadas
recursivas do algoritmo
Cada no da arvore € umainstancia (chamada recursiva)

Se uma instancia chama outras, estas sao representadas
como nos-filhos

Cadano e rotulado com o tempo gasto apenas nas
operacoes locais (sem contar as chamadas recursivas)

Exemplo: MergeSort
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Arvore de Recursdo do MergeSort

T(n)

N
T(n/2) / \ T(n/2)

n/2

n/2

VANV

T(1) ”

(e
/ N\
/ \
e \
N

(e
/ N\
/ \
e \
N

1

(e
/ N\
/ \
e \
4

(e
/ N\
/ \
e \
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Arvore de Recursdo do MergeSort
» Observamos que cada nivel de recurséo efetua no total n
PassoS

= Como halog, n+ 1 nivels de recursio, o tempo total é
dado por nlog, n + n, 0 mesmo gque encontramos na
solucao por iteracao

= Qutro exemplo: considere a recorréncia dada por

*n=1

il
T(n) =] )
i13T(n/2)+n° sen>1.
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Arvore de Recursdo — Outro exemplo

T(n)

n2 n2

T(n/2) l\ +

(n/2)? 3(n/2)°=n?(3/4)

T(n/4) T

(vay | [(aye] [ (way O(/4y2=rP(3/4)?

:\ //:\\ RO N +
V 4 F VvV 4p VvV 4

(15 .
1] (1] [2] [2] [1] ... 2(3/8)¢
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Arvore de Recursdo — Outro exemplo

* Vemos que a soma das complexidades locais pelos k+ 1
nivels da recursao nos da
Kk
T(n)=n?+g (3/4)
1=0
= Naverdade, a complexidade assintotica do algoritmo ja
pode ser estabel ecida aqui como sendo Q(n?) umavez que

sabemos que 0 somatdrio acima converge para uma
constante finita mesmo que k tenda a infinito

= Se quisermos umaformula mais exata, podemos observar
(pelo mesmo raciocinio usado na recursio do MergeSort)
que k=log,n. Aplicando a formula da soma de termos de
uma PG obtemos
T(n) =4n” - 3n"%%°
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O Teorema Mestre (Simplificado)

Podemos observar que as formulas de recorréncia
provenientes de algoritmos do tipo Dividir-para-
Conguistar sdo muito semelhantes

Tals algoritmos tendem a dividir o problema em a partes
Iguals, cada uma de tamanho b vezes menor que o
problema original

Quando, além disso, o trabalho executado em cada
Instancia da recursdo é uma poténcia de n, existe um
teorema que nos da diretamente a complexidade assintotica
do algoritmo

Em outras palavras, o Teorema Mestre pode resolver
recorréncias cujo caso geral édaformaT(n)=a T (n/b) + nk
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Teorema Mestre Simplificado
» Dadasasconstantesa® 1eb?3 1eumarecorrénciada
formaT(n)=a T (n/b) + nk, entao,
« Caso1: sea> bkentdo T(n) I Q(n'o9,?)
e Caso 2: sea=Dbkentdo T(n) T Q(nklog n)
e Caso3: sea<bkentdo T(n) T Q(n¥)
= (Como antes, assumimos que n € uma poténciade b e que
0 caso base T(1) tem complexidade constante)
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Teorema Mestre Simplificado

Exemplos:
e MergeSort: T(n)=2T(n/2)+ n
—a=2,b=2, k=1.
—caso 2 seaplicae T(n) T Q(nlog n)
e T(N)=3T(n/2)+ n?
—a=3,b=2,k=2
—caso 3seaplica(3<2?) e T(N) I Q(M?)
e T(N)=2T(n/2)+ nlogn
— Teorema mestre (simplificado ou completo) nao se
aplica
— Pode ser resolvida por iteracéo
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Teorema Mestre e Arvores de Recursao

= Ostrés casos do teorema mestre podem ser entendidos
como as trés maneiras de distribuir o trabalho na arvore de
recursao:

e Caso 1: O trabalho e concentrado nas folhas
(ex.: T(N)=4T(n/3)+ n)

e Caso 2: O trabalho e dividido igualmente entre todos os
nivels (ex.. MergeSort)

e Caso 3: O trabalho é concentrado nas raizes
(ex.: 3T(N/2)+ n?)
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QuickSort

O QuickSort € provavelmente o algoritmo mais usado na
pratica para ordenar arrays

Sua complexidade de caso medio € Q(nlog n)

Sua complexidade de pior caso € Q(n?) masa
probabilidade do pior caso acontecer fica menor a medida
gue n cresce (caindo para 0 a medida que n tende a
Infinito)

O passo crucial do algoritmo é escolher um e emento do
array paraservir de pivo

O QuickSort pode se tornar um algoritmo de complexidade
de pior caso Q(n log n) se escolhermos sempre a mediana
como pivo. Usando um algoritmo gue seleciona a mediana
dos elementos em Q(n), mas na pratica o algoritmo acaba

tendo um desempenho ruim
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QuickSort: Particao

O QuickSort utiliza como base um algoritmo de
particionamento

Particionar um array em torno de um pivo x significadividi-lo
em trés segmentos contiguos contendo, respectivamente,
todos 0s e ementos menores que X, iguais a X, € malores que X.

Vamos definir uma funcao particao que divide um array A de
n elementos indexados a partir do indicei, isto €, A[i], Ali+1]
LA+ n=1]

Como pivo, escolheremos x = valor inicia de Ali]

A rotinaretornam, o numero de elementos menores que X

Assumimos tambéem que o array tem todos os seus € ementos
distintos, logo, ao final da chamada, os segmentos sao:

e Ali] ... Ali + m=1]
.« Ali + mi
e Ali+m+1] ... Ali + n—1] .




QuickSort : Particao

?
iy
n
<X > X ?
Y
m
v
< X > X
<X X > X
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QuickSort: Particao
proc particéo (I, n, Afi ..i +n-1]) {
m- 0
paraj desdei+latéi +n—1fazer{
se A[j] <A[i] entao {
m- m+1
trocar A [j] com A[i+m|

}
trocar A [i] com A [i+m]
retornarm
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QuickSort
E f&cil ver que o algoritmo partic&o tem complexidade

Q(n)

Se quisermos escol her outro e emento como pivo, kK
digamos, basta trocar A[i] com A[K] antes de chamar
particao

O QuickSort funciona particionando o array

recursivamente até gque todos os segmentos tenham
tamanho <=1

Na prética, utiliza-se um pivo randdmico. Prova-se que
1SS0 garante complexidade de caso medio Q(n log n) parao
QuickSort

Diz-se que o quicksort € um algoritmo de Las Vegas, isto
€, sua complexidade € umavariavel randomica. A
complexidade desses algoritmos é determinada fazendo-se

uma meédia de todas as escolhas possivels o1



QuickSort
proc QuickSort (i, n, Afi ..1 +n-=1]) {
sen>1lentao {
escolhaumvalor kentreiei +n—1
trocar A [k] com A[i]
m- particao (i, n, A)
QuickSort (i, m, A)
QuickSort (I+m+1, n—m-1, A)
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Analise do QuickSort

= A andlise de pior caso do algorimo resulta na recorréncia

_-‘[1 enfl,
T(n)_'lf qgaxl(T(m)+T(n- m-1)+n) sen>1,

= A perguntadavez & qual valor de m maximiza T(n)?
* Nesse caso, aresposta e valoresde miguaisaO ou
n—1fazemT(n)T Q(n?
» A argumentac&o formal é complicada, mas podemos

observar que se ao invés de valores extremos,
escolhermos um valor médio de m minimizaremos T(n)

 Em particular, se pudermos sempre obter m=n/2,
teremos a formula de recorréncia do MergeSort que
resultaem T(n) I Q(n log n)
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Analise do QuickSort — Usando a Mediana

Escolher sempre um pivo que resulta em m=n/2 implicaem
termos um algoritmo para calcular a mediana

Obviamente, sO podemos gastar tempo O(n) parafazer essa
escolha

De fato, existe um algoritmo que permite calcular a mediana
de um array (ou, naverdade, o k-ésimo maior elemento do
array) em O(n)

Este algoritmo também utiliza atécnica do pivo

Na verdade, prova-se que esse algoritmo tem complexidade
O(n) se pudermos sempre escolher um pivo de formaa
garantir guecn £ m£ (1—c) n paraaguma constante c
Existe um algoritmo (bastante enrolado) parafazer essa
escolha do pivo que garanten/4 £ m£ 3n/4
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Mediana — Algoritmo para escolher Pivo

= J°passo: Dividir o array em gruposde 5

14| (32| |23 5 10| |60| |29
37 2 52| (44| [27] |21 11
24 (43 [12] | 17| |48 1 58
6 30| (63| |34 8 53| |39
37| |25 3 64| |19 (41
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Mediana — Algoritmo para escolher Pivo

= 20 passo. Computar as medianas dos grupos de 5
« Cada mediana pode ser computada em O(1)

14 (25 (12| (17] (1Of |21 |29

24| 130 23| (34| |19 (41| |39
33| |38

B
[
]

37| |32| |52

48| |60

z

57| |43| |63




Mediana — Algoritmo para escolher Pivo

» 3°passo. Computar a mediana das medianas

e OBS.: Paratanto, chamamos recursivamente o
algoritmo das medianas, que roda em O(n)

100 (12| (14] 23] (17| |29] |21

19 23| (24| (30| |34| |39]| (4]

N
I
(= a]
L
L

27 |52 |37 (32

z
S

48| (63| |5T7| |43




QuickSort — Consideracoes Finais

E comum limitar arecursio do QuickSort empregando um

algoritmo mais simples para n pegueno

As implementacoes de QuickSort com pivo randomico séo

as mais usadas na prética pois as arquiteturas modernas de

computadores executam mais rapido codigos gue tém

|ocalidade de referéncia

« Ascomparagdes sao sempre entre o pivo (que pode ser

guardado num registrador) e posi¢coes consecutivas do
array,

O MergeSort também tem boa localidade de referéncia, mas
precisade um array auxiliar

O HeapSort nao precisa de um array auxiliar mas tem
péssima localidade de referéncia
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Listas

Umalista &€ um arranjo seqtiencial de elementos
Dadaumalista L, as seguintes operacoes sao tipicas
 Encontrar o primeiro elemento de L
* Dado um elemento de L, encontrar o préximo ou o anterior
e Encontrar o k-éssmo elemento dalista

Arrays, sao listas onde os elementos sao de mesmo tamanho e
armazenados contiguamente na memoria do computador

Vamos agora considerar listas encadeadas, que n&o tém as
principais restricoes dos arrays:
e E possivel inserir ou remover elementos em O(1)

* O problema de overflow nao existe, ou melhor, acontece
apenas quando a memoria do computador se esgota
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Listas Encadeadas

» |istas encadeadas também tém desvantagens:
 Utilizam mais memodria que arrays
o Acessodireto - i.e., O(1) - ao k-ésimo elemento n&o &
possivel
» Existem muitas maneiras de implementar listas encadeadas
e ListasalaLISP
 Listas com ponteiros

= Um assunto muito intimamente ligado a estruturas
encadeadas € o problema de alocacéo de memodria
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arbitrarios

Ordem sequencial entre os elementos é armazenada

Listas Encadeadas

Elementos sGo armazenados na memoria em enderecos

explicitamente (€l os, ponteiros, links)

Deve ser possivel determinar o elo correspondente a cada

elemento (armazenamento consecutivo / 2 €l 0s)

A lista propriamente sO pode ser acessada sabendo-se 0

endereco do seu primeiro elemento

Deve haver alguma maneira de determinar o comprimento da

lista (elo nulo, comprimento armazenado)

L/\ /\ /\

THK

L[2] ¢

....ﬁ[[n]
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Listas Encadeadas

= \/amos assumir inicialmente:

e Cadano (par elemento/el0) € armazenado em posicoes
contiguas de memoria

e Usamos um elo nulo paraindicar o fim dalista

 Umalista e referidapor um €lo que levaao primeiro nd
dalista

» Sendo assim, vamos propositalmente confundir o conceito
de elo elista e definir lista da seguinte forma:

« Umalista é
—Umalista nula ou
—Um par elemento/lista
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Busca Sequencial em Listas Encadeadas

= Vamos usar a seguinte notacao:
 Nulo: elo(lista) nulo

e L":denotaprimeirond dalistal. Definido apenas se L ndo énula

* No.Elemento: denota o e emento armazenado em No
 No.Elo: denota o eo armazenado em No

proc Busca (Lista L, Valor v) {
se L =Nulo entao
retornar faso
senao
se L. Elemento =v entao
retornar verdadeiro
senao
retornar Busca (L".Elo, V)
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Busca Sequencial em Listas
* (Versao nao recursiva)
proc Busca (Lista L, Valor v) {
tmp- L
enquanto tmp ! Nulofazer {
se tmp”*.Elemento = ventao
retornar verdadeiro
senao
tmp - tmp".Elo
}

retornar falso
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Alocacao de Memoaria

= E preciso haver algum mecanismo que permita gerenciar a
memorialivre

= Quando se quer alocar um no, requisita-se uma area
contigua de memoaria livre suficientemente grande

« Aloca (Tipo) retornaum elo para uma area de memoria
grande suficiente para guardar uma estrutura de dados
do tipo Tipo

o Ex.: Aloca (NoLista) retorna um elo paraum no de
lista, isto €, uma Lista

= Quando uma area de memoriaestamais em uso, elaé
retornada ao gerenciador para ser reutilizada
posteriormente

 Libera(Elo) retorna a area de memoria contigua
apontada por Elo
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Criando uma Lista

» Paracriar umalistacom um unico elemento igual av
proc CriaListaUnaria (Valor v) {

L - Aloca (NoLista)

LN .Elemento -~ v

L".Elo- Nulo

retornar L

}
= Paracriar umalistacom um elemento igual av afrente de
umalistaS
proc CriaNoLista(Valor v, Lista S) {
L - Aloca (NoLista)
L™ Elemento- v
LAElo- S
retornar L
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Criando Listas
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CriaNoLista (v, S)

Criando Listas

J

S /7 \
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CriaNoLista (v, S)

L = Aloca (NoLista)

Criando Listas

L\

S /7 \

J

?
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CriaNoLista (v, S

L = Aloca (NoLista)

LN Elemento- v
LMNElo=~ S

Criando Listas

v S /7
/ EEEHBE
L\
{ 2 |2
L//\ /ﬂ

97



Destruindo Listas

= Paradestruir o primeiro no de umalista
proc DestroiNoLista (var Listal ) {
tmp—- L
L- LMElo
Libera (tmp)
}
» Paradestruir umalistainteira
proc DestroiLista (var Listal) {
enquanto L* Nulo fazer
DestroiNoLista (L)

}

» (Note que em ambasrotinas, L € um parametro variavel,
ISto €, passado por referéncia)
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Destruindo Listas
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Destruindo Listas

DestroiNoLista (L)

L/ N
7 7 7
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Destruindo Listas
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Destruindo Listas

L~ L Elo
L m S
¢ { é
tmp
o//
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Destruindo Listas

Libera (tmp)
L /\ S\
b J
tmp
S o
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Insercao e Remocao

» Todos 0s procedimentos de insercéo e remocao de
elementos de uma lista encadeada podem ser escritos com
0 auxilio dasrotinas CriaNoLista e DestroiNoLista

» Rotina parainserir um elemento v numa lista ordenada L

proc InsereListaOrdenada (Valor v, var Listal) {
se L = Nuloentao

L = CriaListaUnaria (v)
senao
se L".Elemento > v entao
L = CriaNoLista (v, L)
senao
InserelistaOrdenada (v, L".El0)
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Insercao e Remocgao
» Rotinapararemover um elemento igual av de umalista
ordenada L
proc RemovelistaOrdenada (Valor v, var Listal) {
se L! Nuloentao

se L".Elemento = v entao
DestroiNoLista (L)

senao
Removel.istaOrdenada (v, L".El0)
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Trabalhando com Ponteiros

= A utilizacao de ponteiros para designar elos de uma
estrutura encadeada pode levar auma série de
ambiguidades
= Por exemplo, sggam L, e L, duas listas conforme definidas
anteriormente. O que significaainstrugao “L, - L;" ?
o Duasinterpretacoes sao razoavels.
1. AlistaL, recebe umacopiadalistal,
2. L,elL, passam adesignar amesmalista

 No entanto, nenhuma das duas é verdadeira na maioria
das linguagens de programacao!
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Trabalhando com Ponteiros
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Trabalhando com Ponteiros

DestroiLista (L,)
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Problemas Comuns com Ponteiros

* Ponteiro no vazio (dangling pointer)

* Um ponteiro acaba apontando para uma area de
memaria ndo mais sob controle do programa, ou

« Um ponteiro acaba apontando para uma area qual quer
de memoria do programa sem gue o programador se dé
conta

= Vazamento de memoria (memory leak)

« Uma area de memodria alocada para o programa e
“esguecida’ por um programa

* Em alguns casos, se 0 procedimento é repetido muitas
vezes, 0 programa acaba falhando por falta de memoria
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Coleta de Lixo

» Muitas linguagens de programagéo (e.g., Java, LI1SP,
Modula-3) aliviam esses problemas adotando o principio
da“Coletade Lixo” (Garbage Collection)

» O programador aloca memaria explicitamente mas néo
alibera explicitamente

o Variavels que nao sdo mais necessarias (ex. saem de
escopo), S0 entregues a um procedimento automatico
(coletor de lixo) que se encarrega de devolvé-las ao
banco de memodrialivre

* O coletor delixo s devolve avariavel ao banco de
memdrialivre se elando pode mais ser acessada, isto €,
se nenhum ponteiro do programa aponta para ela

* O esguema mais usado para se implementar coletores
de lixo € o do contador de referéncias
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Contador de Referéncias

= A cadavariavel alocada dinamicamente € associado um
contador de referéncias, isto €, um inteiro que indica o
numero de ponteiros que apontam paraavariavel

= Quando o contador de referéncias chegaa O, avariavel
dinadmica é retornada para o banco de memorialivre
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Contador de Referéncias
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Ilteradores de Listas

» Quando coleta de lixo ndo esta disponivel ou setorna
excessivamente custosa, estruturas com ponteiros podem
ser manipuladas com menos chance de erro distinguindo-
Se 0S seguintes conceltos:

 variavel dotipo lista (ou seja, listas propriamente ditas)
e ponteiros paranos de lista (ou sga, iteradores de listas)
* (Pense num array!)

L
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Pilhas, Filas e Deques

» Umallistaencadeada € ideal para ser usada naimplentacéo
de pilhas ja que insercao e remocao podem ser feitas com
naturalidade em O(1) no inicio dalista

» Paraimplementar umafila é necessario manter dois
ponteiros. um para o inicio e outro parao fim dafila
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Listas Circulares

* O uso de dois ponteiros tem que ser cuidadoso para

contemplar os casos especiaisonde alistatemOou 1
elemento

» Uma solucdo mais elegante e usar listas circulares

» Neste caso, utiliza-se apenas um ponteiro parao fim dafila
eficaimplicito que o inicio dafilaé o nd seguinte
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Listas Duplamente Encadeadas
Para implementar deques, precisamos ser capazes de seguir
a seguéncia de nos em ambos os sentidos
Para tanto, utiliza-se listas duplamente encadeadas

Cada no possui dois €los, um apontando para o0 no seguinte
e outro para o nod anterior

Também neste caso podemos denotar o inicio e o fim da
cadeia explicitamente ou utilizando listas circulares

/\/\W
u

._
— > O |4

Inicio
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Arvores

Arvores s30 estruturas das mais usadas em computacio
Arvores s30 usadas para representar hierarquias
Uma arvore pode ser entendida como um grafo aciclico

conexo onde um dos vértices— chamado raizda arvore—é

diferenciado dos demais

ralz
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Arvores

» Umamaneiramais Util de se definir arvores é a seguinte:
« Umaarvore T € um conjunto finito de nos (ou vertices)
tal que
—T= A& isto é umaarvore vazia

—Um nd raiz e um conjunto de arvores ndo vazias,
chamadas de subarvores do né raiz

= E comum associar-se rétul os aos nos das arvores para que
possamos nos referir aeles

= Napratica, 0s nos sdo usados para guardar informacoes
diversas
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Arvores

A

B
C

D

E

F
G

Representacao Gréfica

Representacao | ndentada

(AB)(C(E(F)(G)))(D))

Representacdo com Parénteses
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Arvores — Nomenclatura

“A” éopa de“B”,“C’" e"“D”
“B”,“C” e“D” sao filhosde “A”
“B”,“C’ e“D” s80 irmaos

“A” éum ancestral de“G”

“G” éum descendentede “A”
“B”,“D”, “F’ e“G” sdo nosfolhas
“A”,“C" e"“E" s80 nosinternos
Ograudono“A” €3

O comprimento do caminho entre “C”
e“G’ é2

Onivd de“A” éleode“G” é4
A dturadaarvoreé4
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Arvores Ordenadas

= Se écongderada aordem entre os filhos de cada no, a
arvore e chamada de ordenada

= Pode-se definir o conceito de arvores isomorfas guando
elas tém a mesmarelacdo de incidéncia entre nds mas séo
desenhadas de forma diferente, isto €, sdo distintas quando
consideradas como arvores ordenadas
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Arvores Binarias

= Umaarvorebinariaé
e Umaarvorevaziaou

e Um nod raiz e duas subarvores binarias denominadas
subarvore direita e subarvore esquerda

» Observe gque umaarvore binaria ndo € propriamente uma
arvore ja que os filhos de cada no tém nomes (esguerdo e
direito)

@
® ®
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NUumero de Subarvores Vazias

= Seumaarvoretem n > 0 nos, entdo ela possui n+1
subarvores vazias
» Paraver isso, observe que
« Umaarvore com um so nd tem 2 subarvores vazias

e Sempre que “penduramos’ um novo NG numaarvore, o
numero de nds cresce de 1 e o de subéarvores vazias

também crescede 1
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Tipos Especiais de Arvores Binarias

= Umaarvore binaria é estritamente binaria sse todos 0s seus
nostém O ou 2 filhos

= Umadarvore binaria completa € aguela em que todas as
subérvores vazias so filhas de nos do ultimo ou penultimo
nivel

» Umaarvore binaria cheia é aguela em que todas as
subarvores vazias séo filhas de nds do ultimo nivel
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Altura de Arvores Binarias

O processo de busca em arvores € normamente feito apartir daraiz na
direcao de algumade suas folhas

Naturalmente, sdo de especia interesse as arvores com a menor altura
possivel

Seumaarvore T com n > 0 nos € completa, entdo elatem atura
minima. Para ver isso observe gue mesmo gue uma arvore minimanao
sgja completa e possivel torna-la completa movendo folhas para niveis
mais altos
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Altura de Arvores Binarias
= A dturaminimade umaarvore binariacomn >0ndseé
h=1+dog, nl
» Prova-se por inducéo. Sga T uma arvore completa de alturah
e Vale parao caso base (n=1)

« SgaT umaarvore chelaobtidaapartir de T pelaremocao
de k folhas do ultimo nivel

—Entdo T temn = n—knods

—Como T' éumaarvore chela,
N=1+2+..+22=0M1_1¢
h=1+log, (N"+1)

— Sabemosque 1l £ k£ n'+1 e portanto
log, (N'+1) = dog, (N"+ K)U=dog, nl
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Implementando Arvores Binarias com Arrays

= Assim como listas, arvores binarias podem ser
Implementadas utilizando-se 0 armazenamento contiguo
proporcionado por arrays

= A idéaéarmazenar niveis sucessivos da arvore
sequiencialmente no array

(@ NEN

5
e

([@NEN
O |w

1
a
1

niveis
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Implementando Arvores Binarias com Arrays

Dado um n6 armazenado no indice i, € possivel computar o
indice

e donofilhoesguerdodei: 2i
 dondfilhodireitodei:2i+1
« donopa dei:idiv?2
Para armazenar uma arvore de altura h precisamos de um array
de 2" — 1 (nUmero de nds de uma arvore cheia de altura h)

NOs correspondentes a subarvores vazias precisam ser marcados
com um valor especial diferente de qualquer valor armazenado
naarvore

A cada indice computado € preciso se certificar que esta dentro
do intervalo permitido

e EX.:Ondrazéamazenadonoindicel eoindice
computado parao seu pai €0
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Implementando Arvores Binarias com Ponteiros

= A implementacdo com arrays é ssmples porém tende a
desperdicar memoria, e € pouco flexivel quando se quer
alterar aarvore (insercao e delecdo de nés)

* Viade-regra, arvores sao implementadas com ponteiros:

e Cadano X contém 3 campos:
— X.Val : valor armazenado no no
— X.Esq: Ponteiro p/ arvore esquerda
— X.Dir: Ponteiro p/ arvore direita
« Umaarvore é representada por um ponteiro para seu no
raiz

Esqy Val Dir

VRN
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Implementando Arvores Binarias com Ponteiros

T | e

5/

TZ/’
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Aplicacao: Expressoes

» Uma aplicacdo bastante corriqueira de arvores binérias é
narepresentacao e processamento de expressoes
algébricas, booleanas, etc

(((b/c) * @)+((d-e)/(+q)))
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Avaliando uma Expressao

=  Seumaexpressao e codificada sob aforma de uma arvore, sua
avaliacdo pode ser feita percorrendo os nos da arvore

proc Avalia (Arvore T) {
se T".Val é uma constante ou umavariavel entéao
retornar o valor de TA.Val
senao {
operandol - Avalia (T".EsQ)
operando2 -~ Avalia (T".Dir)
se TA.Val ="+" entao
retornar operandol + operando2
senao se TA.Val ="-" entao
retornar operandol — operando2
senao se TA.Val ="*" entao
retornar operandol * operando2
senao se T.Val ="/" entéao
retornar operandol / operando2
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Percurso de Arvores Binarias
» Existem essencialmente 3 ordens “naturais’ de se percorrer
0S NOs de uma arvore
e Pré-ordem: raiz, esquerda, direita
» PoOs-ordem: esquerda, direita, raiz
* In-ordem: esguerda, raiz, direita
= Por exemplo:

e percorrendo uma arvore gue representa uma expressao
em in-ordem, obtém-se a expressao em sua forma usual
(infixa);

e UM percurso em pos-ordem produz a ordem usada em
calculadoras “HP”;

e UM percurso em pré-ordem retorna a expressao em
formainfixa, como usado em LISP
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Arvores Costuradas
= Notamos que o percurso de arvores pode ser feito usando
umarotina recursiva em O(n), onde n € o0 nUmero de nos

= Algumas vezes € interessante se poder percorrer arvores
binarias sem usar rotinas recursivas ou pilhas

» Umaidéa consiste em usar 0s ponteiros esquerdo e direito
dos nds folhas para apontar para 0s nGs anterior e posterior

do percurso em in-ordem
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Dicionarios
= A operacao de busca é fundamental em diversos contextos
da computacao

= Por exemplo, um dicionario € uma estrutura de dados que
reline uma colecao de chaves sobre a qual sdo definidas as
seguintes operacoes .

o Inserir (X, T) : inserir chavex no dicionario T
 Remover (x, T) : remover chave x do dicionério T
e Buscar (x, T) : verdadeiro apenas se x pertencea T
= Qutras operacdes sao comuns em alguns casos.
* Encontrar chave pertencente a T que sucede ou precede x
 Listar todas as chaves entre x1 e x2
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Arvores Binarias de Busca

» Umamaneirasimples e popular de implementar
dicionarios € uma estrutura de dados conhecida como

arvore binaria de busca
= Numa érvore binaria de busca, todos 0s nds na subarvore a

esquerda de um no contendo uma chave X S80 menores que
X e todos 0s nos da subarvore a direita sGo maiores que X
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Busca e Insercdo em Arvores Binarias de Busca

proc Buscar (Chavex, Arvore T) {
se T =Nulo entao retornar faso
se x =TA.Val entao retornar verdadeiro
se x < TA.Val entao retornar Buscar (x, T".EsQ)
retornar Buscar (X, T".Dir)

}

proc Inserir (Chave x, var ArvoreT) {
se T =Nulo entao {
T - Alocar (NoArvore)
TAVal, TA.Esg, TA.Dir = X, Nulo, Nulo
}
senao {
se x<T™.Val entao Inserir (x, T".Esq)
se x> TA.Val entao Inserir (x, TA.Dir)

}
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Insercdo em Arvores Binarias de Busca

Inserir (9, T)
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Remocao em Arvores Binarias de Busca

» Pararemover umachave x de umaéarvore T temos que
distinguir os seguintes casos

« Xxestanumafolhade T : neste caso, afolha pode ser
simplesmente removida

e X esta num nd que tem sua subarvore esguerda ou
direita vazia: neste caso 0 no € removido substituido
pela subarvore ndo nula

Remover (19, T)
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10

Remover (19, T)
(5,
3) ® @3

0 1@
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Remocao em Arvores Binarias de Busca

= Sexestanum nd em que ambas subarvores sao nao nulas,
€ preciso encontrar uma chave y que a possa substituir. Ha
duas chaves candidatas naturais.

* A menor das chaves maiores que x ou
* A malor das chaves menores que X
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Remover (10, T)
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Remocao em Arvores Binarias de Busca

= Sexestanum nd em que ambas subarvores sao nao nulas,
€ preciso encontrar uma chave y que a possa substituir. Ha
duas chaves candidatas naturais.

* A menor das chaves maiores que x ou
* A malor das chaves menores que X

Remover (10, T)
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Remocao em Arvores Binarias de Busca
proc RemoverMenor (var Arvore T) {

se TA.Esg = Nulo entao {

tmp- T

y- TAVal

T= TADir

Liberar (tmp)

retornary
}
senao

retornar RemoverMenor (T".ESsQ)
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Remocao em Arvores Binarias de Busca
proc RemoverMenor (var Arvore T) {
se TA.Esg = Nulo entao {
tmp- T
y- TAVal T
T- TA.Dir T~

Liberar (tmp) 23]

retornary 2 N
}

senao
retornar RemoverMenor (T".ESsQ)
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Remocao em Arvores Binarias de Busca
proc RemoverMenor (var Arvore T) {
se TA.Esg = Nulo entao {

tmp- T
y= TAVal T
T- TADir T~
Liberar (tmp) P o7 [23] «
retornary __/ .
}
sen&o

retornar RemoverMenor (T".ESsQ)
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Remocao em Arvores Binarias de Busca
proc RemoverMenor (var Arvore T) {
se TA.Esg = Nulo entao {

tmp- T
y- TAVal T [ y [23
T- TA.Dir t \
Liberar (tmp) TPLT—-123 \\
retornary —_/

}

senao

retornar RemoverMenor (T".ESsQ)
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Remocao em Arvores Binarias de Busca

proc RemoverMenor (var Arvore T) {
se TA.Esg = Nulo entao {

tmp- T
y- TA.Val T [
T- TADir

tmp| e+—»

Liberar (tmp)

retornary —/

}

senao
retornar RemoverMenor (T".ESsQ)

23

23
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Remocao em Arvores Binarias de Busca
proc RemoverMenor (var Arvore T) {
se TA.Esg = Nulo entao {

tmp- T
y- TAVal T [ y [23
T= TADir
Liberar (tmp) tmp F\\
retornary

}

sen&o

retornar RemoverMenor (T".ESsQ)
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Remocao em Arvores Binarias de Busca

proc Remover (Chavex, ArvoreT) {
se T Nuloentao
se x < T™.val entao Remover (x, T".EQ)
sendo se x> T*.val entao Remover (x, T".Dir)
senao
se TM.Esg = Nulo entéo {
tmp- T
T- TADir
Liberar (tmp)
}
sendo se T".Dir = Nulo entao {
tmp- T
T- TNEx
Liberar (tmp)
}

senao T*.Val = RemoverMenor (T".Dir)
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Arvores Binarias de Busca - Complexidade

» A busca em uma arvore binariatem complexidade O(h)
= A aturadeumaarvore e,
* NO pIOr caso, N
» no melhor caso, dog, nl+ 1 (arvore completa)
* |nsercao e remocao também tém complexidade de pior
caso O(h), e portanto, ainsercao ou a remocao de n chaves
toma tempo

e O(n?) no pior caso ou

* O(nlog n) se pudermos garantir que arvore tem altura
logaritmica
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Arvores de Busca de Altura Otima

= E fécil ver que podemos garantir uma érvore de altura 6tima parauma

colecao de chaves se toda vez que temos que escolher uma chave para
Inserir, optamos pela mediana

proc InserirTodos (i, n, A[i .. i+n-1], var ArvoreT) {
se n=1entao Inserir (A[i], T)
senao {
j o Mediana (i, n, A)
trocar Ali] comA[j]
m- Particao (i, n, A)
Inserir (A[i+m], T)
InserirTodos (i, m, A, T".ESQ)
InserirTodos (i+m+1, —m-1, A, T*.Dir)

138



Arvores de Busca de Altura Otima

Sabendo gque tanto Mediana quanto Particao podem ser
feitos em O(n) o algoritmo I nsereTodos executa em tempo
O(nlog n)

O algoritmo pode ser reescrito de forma mais sucinta se
admitimos gque o array A se encontra ordenado

Nem sempre, entretanto, podemos garantir que
conhecemos todas as chaves de anteméao
O que esperar em geral?
* Percebemos que aalturada arvore final depende da
ordem de insercao
e Temosn! possivels ordens de insercao

e Setodas as ordens de insercao sao iguamente
provavels, no caso médio teremos uma arvore de altura

»1+24logn
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Altura de Arvores Binarias de Busca — Caso Médio

» Eisumaexplicacao intuitiva para o fato de que no caso
médio, aaturade umaéarvore binaria de busca é O(log n)

» Considere uma colecao ordenada de n chaves

V emos que se escolhemos a k' ésima chave parainserir
primeiro, teremos a esquerda do no raiz uma subarvore
com k —1 nos e adireita uma subarvore com n —k nds

Nomelhorcasok=n/2
No pior caso,k=1ouk=n

Admitamos que o caso medio corresponde a k = n/4 ou
k=3n/4 (estamos ignorando tetos, pisos, etc)
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Altura de Arvores Binarias de Busca — Caso Médio

* Em qualquer caso, a subarvore com 3n/4 nos val
dominar a altura da arvore como um todo

* Resolvendo arecursao (novamente ignorando o fato
gue 3n/4 nem sempre € um inteiro), temos

HQ =1

H(n)=1+H(3n/4)
=2+H(9n/16)
=3+H(27n/64)

=m+H((3/4™n)
_ log,n

_Iogz4/3
H(n)=1+24log,n 141
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Arvores Binarias de Busca Otimas

Dada uma arvore binariade busca, um dado importante € o nUmero
total de comparacoes que precisamos fazer durante a busca de uma
chave

 Seachave buscada € uma chave s, pertencente a arvore, o nUmero
de comparagOes € o nivel da chave naarvore, isto &, I,

* Se achave x sendo buscada ndo pertence a arvore, o nimero de
comparagdes corresponde a subarvore vazia (tambem chamadade
NO externo) que encontramos durante o processo de busca

— Cada subarvore nula R corresponde aum interval o entre duas
chavesdaarvore, digamoss, es, ,, iSl0 €, S < xX<Ss,, para
agumientrelen

— Os casos extremos R, e R, correspondem a X<s, € s, <X

— O numero de comparagOes para encontrar X, portanto, € o nivel
dessa subarvore nula (aque chamaremosdel’,) menos 1
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Arvore de Busca Otima

= Comprimento de Caminho
Interno: I(T) = Sygigp |

= Comprimento de Caminho
Externo E(T) = Sy, (I —1)

= No exemplo,
|(T)=1+2*2+3*3+4=18
E(T)=2+5*3+2*4=25

= Emgera, E(T)=I(T)+n
= Arvores completas
minimizam tanto E(T) quanto

1(T)
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Arvore de Busca Otima para Fregiiéncias de Acesso Dadas

Admitindo probabilidade uniforme no acesso de quaisquer
chaves, as arvores completas sao otimas

Entretanto, se adistribuicdo nao € uniforme, precisamos
empregar um agoritmo mais elaborado

Sgjam
 f.afregliéncia de acesso a k' ésima menor chave,
armazenadaem T no nivel |,
' afregliéncia de acesso a chaves que serdo buscadas
nos nos externos R,, armazenados em T no nivel I’
Entao, 0 custo médio de acesso € dado por

cM= a f+ a fdig- 1)

1£kEN OEkEnN
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Arvore de Busca Otima para Fregiiéncias de Acesso Dadas

= O agoritmo para construcéo de arvores 6timas baseia-se
no fato de que subarvores de arvores 6timas sdo também
Otimas
e seassim ndo fosse, poderiamos substituir uma
subarvore ndo otima por uma otima e diminuir o custo
da arvore 6tima, o que € um absurdo

= O agoritmo consiste de testar todas as n chaves como
raizes da arvore e escolher aguela que leva ao custo
minimo
» Assubarvores sdo construidas de forma recursivamente
Idéntica

145



Arvore de Busca Otima para Fregiiéncias de Acesso Dadas

SglaT(l, J) aarvore otima para as chaves{ S.y, S.p:-- S}
SqjaF(i, ) asoma de todas as freguiéncias relacionadas
com T(i, j), isto &,
Fi.D=a fir a fi
i <kE | i£KE |
Assumindo que T(i, J) foi construida escolhendo s, como
raiz, entdo prova-se gue

c(T(, 1)) =c(T(,k-1)+c(T(k, J))+F{,))

Portanto, para encontrar o valor de k apropriado, basta
escolher aguele que minimiza a expressao acima
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Arvore de Busca Otima para Fregiiéncias de Acesso Dadas

Seriapossivel em computar recursivamente ¢(T(0,n))
usando como caso base ¢(T(i,1))=0

No entanto, esse algoritmo iria computar cada c(T(i,))) e
F(i,)) multiplas vezes

Para evitar 1sso, valores ja computados sio armazenados
em duas matrizes. c[0..n,0..n] eF[0..n,0..n]

Podemos também dispensar a construcdo recursivae
computar iterativamente o custo de todas as n(n+1)/2
arvores envolvidas no processo

o Asarvores com d nos depende apenas do custo de
arvorescomO0, 1, 2 ...eatéd—1nos

o Computar F(i,j) também nao oferece dificuldade
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Arvore de Busca Otima para Fregiiéncias de Acesso Dadas

proc CustoArvoreOtima (n, f[1..n],f'[0..n]){
arayc[0..n,0..n],F[0..n,0..n]
paraj desde O ate n fazer {
clj,j]=- 0O
FL, 1= 0]
}
paraddesde 1 até n fazer
parai desde O até n—d fazer {
j- i+d
FLL gl = FLL)=2] +f(] T[]
tmp - inf
parakdesdei + 1 até | fazer
tmp - min(tmp, c[i, k—=1] + c[k, |])
cli,j]- tmp+FIij]
}
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Arvore de Busca Otima para Fregiiéncias de Acesso Dadas

= O agoritmo paracomputar o custo da arvore 6timatem
complexidade O(n3)

= O algoritmo paracriar aarvore 6timaéetrivial, bastando para
1SS0 usar como raizes os nos de indice k que minimizam o
custo de cada subarvore (pode-se armazenar esses indices
numaterceira matriz)

= E possivel obter um algoritmo de complexidade O(n?)
utilizando a propriedade de monotonicidade das arvores
binarias de busca

« Sesearaizdaarvore 6timaparao conjunto{s...s }
entéo araiz daarvore 6timaparao conjunto {§ ...§, S.1}
es,paraalgum g2 k

* (Analogamente, gtk para{s _;, § ---S})
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Arvores Balanceadas

Vimos gue arvores compl etas garantem buscas utilizando n&o mais que
dog,nd+ 1 comparagdes

Maisimportante, vimos que arvores binarias de busca, se construidas
por insercéo aleatoriade e ementos tém alturalogaritmica (em n) na
media

Entretanto, ndo podemos assegurar que arvores binarias de busca

construidas segundo qualguer ordem de insercdo sempre tém altura
logaritmica

A idéia entdo € modificar os algoritmos de insercéo e remocéo de
forma aassegurar que a arvore resultante € sempre de altura
logaritmica

Duas variantes mals conhecidas:
e ArvoresAVL
e Arvores Graduadas
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Arvores AVL

Em geral, rebalancear uma arvore quando ela deixa de ser
completa (devido a uma insercao ou remocao por exemplo)
pode ser muito custoso (até n operacoes)

Umaidéa é estabelecer um critério mais fraco que, nao
obstante, garanta altura logaritmica

O critério sugerido por Adelson-Velskii e Landise o de
garantir a seguinte invariante:

» Paracadano daarvore, a altura de sua subarvore
esguerda e de sua subarvore direitadiferem de no
maximo 1

Para manter essa invariante depois de alguma insercao ou
remocao que desbalanceie a arvore, utiliza-se operactes de
custo O(1) chamadas rotacoes
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Arvores AVL

» Umaarvore AVL tem alturalogaritmica?

o SgjaN(h) o nimero minimo de nos de uma arvore AVL
de alturah

e Claramente, N(1) =1eN(2) =2

« Emgera, N(h)=N(h—1) + N(h—-2)+1

» Essarecorréncia é semelhante arecorréncia obtida para
a serie de Fibonacci

 Sua solucéo resulta aproximadamente em

..n
0]
N(h) » aa_+2£ T »1.618"

1%}
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RotacGes em Arvores Binarias de Busca

rotacao
direita
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RotacGes em Arvores Binarias de Busca

rotacao
esquerda
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Rotaces em Arvores de Busca
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Rotaces em Arvores de Busca
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Rotaces em Arvores de Busca
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Rotaces em Arvores de Busca

rotacao
dupla esquerda
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Rotaces em Arvores de Busca
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Rotaces em Arvores de Busca
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Rotaces em Arvores de Busca
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Rotaces em Arvores de Busca

rotacao
dupla direita
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Insercao em arvores AVL

Precisamos manter em cada nd um campo extra chamado alt que vai
registrar adturadaarvore ai enraizada

* Naverdade, apenas adiferencade atura entre a subarvore
esquerda e direita precisa ser mantida (2 bits)

V amos precisar das seguintes rotinas para acessar e atualizar as alturas
das arvores:

proc Altura (ArvoreT) {
se T =Nulo entdo retornar 0 senao retornar TN Alt

}

proc AtualizaAltura (ArvoreT) {
se T Nuloentao
TAAIt = max (Altura (T".Esq), Altura (TA.Dir)) + 1
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Insercao em arvores AVL

proc RotacaoEsguerda (var ArvoreT) {
T, TA.Dir, TA.Dir*.Esqg - TA.Dir, TA.Dir*Esq, T
AtualizaAltura (T".Esg)
AtualizaAltura (T)

/
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Insercao em arvores AVL

proc RotacaoEsguerda (var ArvoreT) {
T, TA.Dir, TA.Dir*.Esqg - TA.Dir, TA.Dir*Esq, T
AtualizaAltura (T".Esg)
AtualizaAltura (T)

/
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Insercao em arvores AVL

proc RotacaoEsguerda (var ArvoreT) {
T, TA.Dir, TA.Dir*.Esqg - TA.Dir, TA.Dir*Esq, T
AtualizaAltura (T".Esg)
AtualizaAltura (T)
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Insercao em arvores AVL

proc RotacaoEsguerda (var ArvoreT) {
T, TA.Dir, TA.Dir*.Esqg - TA.Dir, TA.Dir*Esq, T
AtualizaAltura (T".Esg)
AtualizaAltura (T)

/
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Insercao em arvores AVL

proc RotacaoDireita (var ArvoreT) {
T, T".Esg, TM.Esq.Dir = T".Esq, TN .Esg*.Dir, T
AtualizaAltura (T”.Dir)
AtualizaAltura (T)

}

proc RotacaoDuplaEsquerda (var Arvore T) {
RotacaoDireita (T”.Dir)

RotacaoEsquerda (T)

}

proc RotacaoDuplaDireita (var Arvore T) {
RotacaoEsquerda (T".Esq)

RotacaoDireita (T)
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Insercao em arvores AVL

proc InserirAVL (Chave x, var Arvore T) {
se T =Nulo entao {
T - Alocar (NoArvore)
TA.Val, TAEsg, TA.Dir, TN Alt = X, Nulo, Nulo, 1
} senao {
se x<TA.Val entao {
InserirAVL (x, T .EQ)
se Altura (T".Esqg) — Altura (T*.Dir) = 2 entao
se X < TA.Esg™.Val entao RotacaoDireita (T)
senao RotacaoDuplaDireita (T)
} senao {
InserirAVL (X, TA.Dir)
se Altura (T*.Dir) — Altura (T".Esqg) = 2 entéo
se x> TA.Dir*.Val entao RotacaoEsguerda (T)
sené&o RotacaoDuplaEsquerda (T)

}
AtualizaAltura (T)
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Andlise do Algoritmo de Insercao em AVLs

* Pode-se ver que apenas uma rotacao (dupla ou simples) no
maximo € necessaria (0(1))

» A atualizacéo do campo altura (O(1)) pode ter de ser feita
mais do que umavez

* Naverdade, tantas vezes gquantos forem os nds no
caminho até afolhainserida

* Nototal, O(log n)
= No mais, o algoritmo e idéntico ao dainsercao em arvores
binarias de busca, e portanto a complexidade € O(log n)
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Remocé&o em Arvores AVL

= Segue as mesmas linhas do algoritmo de insercao

e Faz-se aremocao do n6 como umaarvore de busca
comum

* Analisa-se ainformacao de balanceamento aplicando a
rotacao apropriada se for necessario
= Diferentemente dainsercéo, pode ser necessario realizar
mais do que uma rotacao

* Naverdade, atélog n rotacoes

* N&o afeta a complexidade do algoritmo de remocao que
continua O (log n)
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Remocé&o em Arvores AVL

RemoverAVL (8, T)
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Remocé&o em Arvores AVL

RemoverAVL (8, T)
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Remocé&o em Arvores AVL

RemoverAVL (8, T)
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Skip Lists

Uma das principais motivagdes para as arvores
balanceadas como a AVL € que ndo se pode garantir que a
Insercao de nos se faz de maneira aleatoria, o que
garantiria alturalogaritmica

Em particular, pode-se imaginar que se aordem de
INsercéo € estipulada por um adversario, sua arvore sempre
resultara balanceada. Ex.: Os nds sao sempre dados em
ordem crescente

Uma estrutura de dados elegante que resolve esse
problema sem apelar para agoritmos complicados € a Skip
List

A idéa é usar randomizacéo de formaaimpedir que o
adversario de selecionar ordens de insercéo ruins

Na verdade, a probabilidade com que as Skip Lists acabam
funcionando mal € MUITO peguena e diminui a medida
gue a lista aumenta 163



Skip Lists Deterministicas

Uma Skip List €, até certo ponto, parecida com umalista
ordenada comum, entretanto, cada no pode conter, além de
1 ponteiro para 0 préximo nd, varios outros ponteiros que
0 ligam a nos subseguentes mais distantes

Usando esses ponteiros adicionails, pode-se “pular” varios
nos de forma a encontrar a chave procurada mais
rapidamente

Numa skip list deterministica, existe uma cadeiade
ponteiros ligando cada segundo no dalista, cada quarto no,
cada oitavo no, etc.

A maneirade se implementar essa estrutura é usar em cada
no um array de ponteiros de tamanho variavel
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Skip Lists Deterministicas

2 5 9| 112/ |16/ (19| 21| 24| |29
Cabeca
da Lista

Busca (16, L)
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Skip Lists Deterministicas

Cabeca
da Lista

Busca (16, L)

5| |9 12 |16 19| [21] |24 29
"L g
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Skip Lists Deterministicas

2 5 9O 112/ |16, (19| 21| 24| |29
Cabeca
da Lista

Busca (16, L)
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Skip Lists Deterministicas
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Busca (16, L)
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Skip Lists Deterministicas
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Skip Lists Deterministicas

2 5 O 112/ |16/ (19| 21| 24| |29
Cabeca
da Lista

Busca (16, L)
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Skip Lists Randomicas

= SKkip Lists deterministicas ndo sio préaticasjaque a
Insercao ou remocao de um nd pode forcgar diversos nos a
mudarem de “altura’

= A solucdo e
e Nunca mudar aaturade um no jainserido

e Aoinserir um novo no, determinar sua altura
randomicamente:

— Fazer dltura=0
— Repetir
» Incrementar altura
» Jogar uma moeda
— Até amodadar “cara’
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Skip Lists Randomicas
» Observe que, devido atermos usado uma moeda, dos n nos
Inseridos na lista, podemos esperar que
* A metadeteraaltura?2
 Um quarto teraaltura3
 No maximo 1 no teraalturalog, n
» Ao readlizar abusca, temos que comparar
e 1nodealturalog, n
2 nésdealtura(log, n) —1
2 nésdedtura(log, n) —2

2 n0sdealtural
= Tempo esperado da buscaé O (log,n)
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Arvores Rubro-Negras
» S3o arvores balanceadas segundo um critério ligeiramente
diferente do usado em arvores AVL

= A todos o0s nds € associada uma cor que pode ser vermelha
ou negradetal forma que:

1. NOs externos (folhas ou nulos) sao negros

2. Todos os caminhos entre um no e qualquer de seus nos
externos descendentes percorre um nimero idéntico de
NOS Negros
3. Seumno évermeho (en&o éaraiz), seu pa e negro
* Observe que as propriedades acima asseguram que 0 maior
caminho desde araiz umafolha & no maximo duas vezes

maior gue o de o qualquer outro caminho ate outrafolhae
portanto a arvore e aproximadamente balanceada
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Arvores Rubro-Negras

» Alturanegrade um no = numero de nds negros
encontrados até qualquer nd folha descendente
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Arvores Rubro-Negras

= Lemal: Um nd x de uma arvore rubronegratem no
minimo 22°® — 1 nés internos, onde an(x) € aaltura negra
de x

* Provapor inducao

e Caso base: Um nd de altura O (i.e., nd-folha) tem
0 = 20—1 nosinternos

» Caso genérico: Umno x dedturah > 0tem 2 filhos
com alturanegraan(x) ou an(x) — 1, conforme x sgja
vermelho ou negro. No pior caso, X € negro e as
subarvores enraizadas em seus 2 filhos tém 2200 -1—1
nOs internos cada e X tem 2(2an()-1—1)+1 = 2an(x — 1
nOs internos
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Arvores Rubro-Negras

* |ema?2: Umaarvore rubro-negracom n noés tem no
maximo atura2 log, (n+1)

* Prova: Seumaarvoretem alturah , aalturanegrade
suaraiz serano minimo h/2 (pelo critério 3 de
construcdo) eaarvoreteran3 2hV2—1 nésinternos
(Lemal)

= Como conseguéncia, a arvore tem alturaO(log n) e as
operacoes de busca, insercao e remocao podem ser feitas
em O(log n)
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Inserc&o em Arvore Rubro-Negra

= Ao contrario daarvore AVL, agoratemos agora varios
critérios para gjustar simultaneamente

= Ao inserir um nd X numa posicao vazia da arvore (isto €,
no lugar de um no nulo) este é pintado de vermelho. Isto
garante a manutencao do critério (2), ja que um no
vermelho ndo contribui para aaltura negra

T e

172



Inserc&o em Arvore Rubro-Negra

= [Caso 0] Sex ndo tem pal ou sep, 0 pa de X, € negro, nada
mais precisa ser feito ja que o critério (3) também foi
mantido

» [Caso 1] Suponhaagoraque p é vermelho. Entdo, se p ndo
tem pal, entdo p €araiz daarvore e bastatrocar acor de p
paranegro

173



Inserc&o em Arvore Rubro-Negra

» [Caso 2] Suponhaagoraquep evermelhoea, opa dep (e
avo de X) é preto. Set, oirmao de p (tio de x) € vermelho,
ainda é possivel manter o critério (3) apenas fazendo a
recoloracdo dea,tep

Obs.: Seopa dea

® @: — 9 W1 évermeho, o
1 @ 1 rebal anceamento
@ tem que ser feito

novamente
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Inserc&o em Arvore Rubro-Negra

» [Caso 3] Finalmente, suponhaque p € vermel ho, seu pa a
é preto eseu irmaot e preto. Neste caso, para manter o
criterio (3) é preciso fazer rotacOes envolvendo a, t, p e x.
Ha 4 subcasos que correspondem as 4 rotacoes possivels.

e [Caso 3a] Rotacéo Direita

a

L)
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Inserc&o em Arvore Rubro-Negra

» [Caso 3] Finalmente, suponhaque p € vermel ho, seu pa a
é preto eseu irmaot e preto. Neste caso, para manter o
criterio (3) é preciso fazer rotacOes envolvendo a, t, p e x.
Ha 4 subcasos que correspondem as 4 rotacoes possivels.

e [Caso 3a] Rotacéo Direita
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Inserc&o em Arvore Rubro-Negra
« [Caso 3b] Rotacdo Esquerda
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Inserc&o em Arvore Rubro-Negra
» [Caso 3c] Rotacéo Dupla Esguerda
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Inserc&o em Arvore Rubro-Negra
e [Caso 3d] Rotacéo Dupla Direita
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Inserc&o em Arvore Rubro-Negra

proc InsereRN (Chavev, var ArvoreRN a, p, X) {
se X =Nulo entao {
X = Aloca (NoArvoreRN)
x™.Esg, x*.Dir, x*.Val, x*.Cor = Nulo, Nulo, v, Vermelho
} senao {
se v<x"val entao
InsereRN (v, p, X, X*.Esq)
senao se v >x"\.val entao
InsereRN (v, p, X, X*.Dir)

}
Rebalanceia (a, p, X)

179



Inserc&o em Arvore Rubro-Negra

proc Rebalanceia (var ArvoreRN a, p, X) {
se x*.Cor = Vermelhoe p* Nulo entéo
se p™.Cor = Vermelho entéo
se a= Nulo entao % Caso 1
p™.cor := Negro
senao se a".Cor = Negro entéao
se a™.Esq?! Nuloe a*.Dir * Nulo e a.Esg*.Cor = Vermelho

e a*.Dir™.Cor = Vermelho entao % Caso 2
a™.Cor, a*.Esg”.Cor, a*.Dir™*.Cor = Vermelho, Negro, Negro
senao
sep=ar.Ex
se x = p*.Esg entdo RotacaoDireita(a) % Caso 3a
senao RotacaoDuplaDireita (a) % Caso 3d
senao

se x = p.Dir entdo RotacaoEsquerda (a) % Caso 3b
senao RotacaoDuplaEsguerda (a) % Caso 3c
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Inserc&o em Arvore Rubro-Negra

proc RotacaoDireita (var ArvoreRN T) {
T, T .Esq, TAEsgM.Dir = TAEsg, TA.Es®.Dir, T
T~.Cor, TA.Dir™.Cor = T/.Dir™.Cor, TA.Cor

}

proc RotacaoEsquerda (var ArvoreRN T) {
T, T .Dir, TA.Dir*.Esq—~ TA.Dir, TA.Dir*Esg, T
T".Cor, TV.Es*.Cor = T"™Esg™.Cor, TA.Cor

}

proc RotacaoDuplaDireita (var ArvoreRN T) {
RotacaoEsguerda (T".Esq)
RotacaoDireita (T)

}

proc RotacaoDuplaEsguerda (var ArvoreRN T) {
RotacaoDireita (T".Dir)
RotacaoEsguerda (T)

}
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Complexidade da Insercdo em Arvore Rubro-Negra

» Rebalanceia tem custo O(1)
= RotacaoXXX tém custo O(1)
* |nsereRN tem custo O(log n)
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Arvores 2-3-4

= E uma éarvore onde cada né pode ter mais do que uma
chave

= Naverdade, umaarvore 2-3-4 € umaarvore B onde a
capacidade de cada né é de até 3 chaves (4 ponteiros)

L. 3-node

E bh ?
2-node il 2-node
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Arvores 2-3-4

» Exemplo deinsercéo em arvores 2-3-4

O
.)
G

Insertion sequence; a-i-b-h-¢cg-d-f-e
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Arvores 2-3-4

Na verdade, uma arvore 2-3-4 pode ser implementada
como uma arvore binaria Rubro-Negra
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Arvores de Difus&o (Splay)
= Vimos:

o Arvores de Busca: garantem insercdo / remocao/busca
em tempo logaritmico no caso medio mas nao no pior
caso

 Arvores AVL / Rubro-Negra: garantem insercéo /
remocéao/busca em tempo logaritmico no pior caso

— Precisamos guardar informacao adicional em cada
no (altura da arvore/cor)

o Skip Lists: garantem insercao / remocao/busca em
tempo logaritmico no caso médio e que o pior caso
nunca pode ser adivinhado por um adversario,

Probabilisticamente, o pior caso fica menos provavel a
medida gue n aumenta

= Arvores de Difusdo: Garantem boa performance

amortizada -



Arvores de Difusao

» S50 arvores binérias de busca cujo desempenho
amortizado € 6timo

« Comecando com uma arvore vazia, o tempo total para
realizar qualgquer sequiéncia de m operactes de
Insercaéo/remocao/busca é O(mlog n), onde n € o maior
numero de nds alcancado pela arvore

» Custo (desempenho) amortizado ndo € 0 mesmo que custo
medio

* Custo medio leva em conta todas as possiveis
sequiéncias de operacdes e o limite € obtido na média

» Custo amortizado é obtido para qualquer seguiéncia de

operacoes (0 adversario pode obrigar uma ou outra
operacao ater ma performance, mas nao todas)
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Arvores de Difusao

Uma arvore de difusdo n&o guarda informacoes sobre o
balanceamento das subarvores

E uma estrutura auto-ajustavel, isto é, cada operacdo que é
executada com mau desempenho “rearruma’ aestrutura de
forma a garantir que a mesma operacao, se repetida, sgja
executada eficientemente

Na arvore de difusao, a rearrumacao é chamada “ splaying”
gue significa difundir, espalhar, misturar

Todos acessos parainserir/remover/buscar uma chave X em
uma arvore de difuséo T sdo precedidos/sucedidos por uma
chamada a funcéo splay (x, T)
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Arvores de Difusao

* Em nossaimplementacdo, parasimplificar, assumiremos
gue splay (x, T) so € chamada quando se pode garantir que
X pertence aarvore

e ApOsuma buscabem sucedidadexem T
« ApOsumainsarcaéodexemT
« Como toda remocao é precedida de umabusca, se esta

for bem sucedida, chama-se splay (%, T) antes de
remover xde T

 Alternativamente, quando X € removido de T, chama-se
splay (y, T), ondey € o pal de X (caso haja)

= O efeito de chamar splay (x, T) €émover o n0 X paraaraiz
daarvore T por meio de uma serie de rotacOes efetuadas de
baixo paracimanaarvore (das folhas paraaraiz)
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Arvores de Difusao

» Antes de vermos o procedimento splay (x, T) vamos

analisar um procedimento mais simples considerando que a
arvore T tem apenastrés nivels

Caso 1. x= a(raiz)

Nada afazer

@ e © @
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Arvores de Difusao

» Antes de vermos o procedimento splay (x, T) vamos

analisar um procedimento mais simples considerando que a
arvore T tem apenastrés nivels

Caso 2.1: x = b (filho esguerdo)
RotacaoDireita (T)
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Arvores de Difusao

» Antes de vermos o procedimento splay (x, T) vamos

analisar um procedimento mais simples considerando que a
arvore T tem apenastrés nivels

Caso 2.2: x = c (filho direito)
RotacaoEsquerda (T)

o & %

192



Arvores de Difusao

» Antes de vermos o procedimento splay (x, T) vamos
analisar um procedimento mais simples considerando que a
arvore T tem apenastrés nivels

Cas03.1:x=d
(neto esguerdo / esquerdo)

@ RotacaoDireita (T)
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Arvores de Difusao

» Antes de vermos o procedimento splay (x, T) vamos
analisar um procedimento mais simples considerando que a
arvore T tem apenastrés nivels

Cas03.1:x=d
(neto esguerdo / esquerdo)

RotacaoDireita (T)
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Arvores de Difusao

» Antes de vermos o procedimento splay (x, T) vamos
analisar um procedimento mais simples considerando que a
arvore T tem apenastrés nivels

Cas03.1:x=d
(neto esguerdo / esquerdo)

RotacaoDireita (T)
RotacaoDireita (T)
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Arvores de Difusao

» Antes de vermos o procedimento splay (x, T) vamos
analisar um procedimento mais simples considerando que a
arvore T tem apenastrés nivels

Cas03.1:x=d
(neto esguerdo / esquerdo)

RotacaoDireita (T)
RotacaoDireita (T)
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Arvores de Difusao

» Antes de vermos o procedimento splay (x, T) vamos
analisar um procedimento mais simples considerando que a
arvore T tem apenastrés nivels

Casn3.2: x=¢e
(neto esguerdo / direito)

RotacaoDuplaDireita (T)
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Arvores de Difusao

» Antes de vermos o procedimento splay (x, T) vamos
analisar um procedimento mais simples considerando que a
arvore T tem apenastrés nivels

Cas03.3: x=1f
(neto direito / esquerdo)

RotacaoDuplaEsquerda (T)
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Arvores de Difusao

» Antes de vermos o procedimento splay (x, T) vamos
analisar um procedimento mais simples considerando que a
arvore T tem apenastrés nivels

Cas034.x=¢
(neto direito / direito)

RotacaoEsquerda (T)
RotacaoEsguerda (T)
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Arvores de Difusao

= Senenhum desses nos é x, entdo x descende ded, g, f, ou g

» ApOs aplicarmos o procedimento recursivamente a
subarvore enraizadaemd, e, f ou g, X passaraa ser a
raiz daguela subarvore

« Bastaentao aplicar as rotagdes como vimos
anteriormente
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Arvores de Difusao

proc Slay (Chave x, var T Arvore) {
se TA.Val = x entao retornar
se x<TA.Val entao {
se x = TA.Esg™.Val entdo RotacaoDireita (T)
senao se x < TN.Esg™.val
entao {
se x! TEsg™.Esg™.Val entao Jlay (x, T".Esq.ExQ)
RotacaoDireitaDireita (T)
} senéo {
se x1 T .Esg™.Dir*.Val entao Slay (x, T".Esq*.Dir)
RotacaoDuplaDireita (T)
}

} senao{ %x>T".Val

}

} 198



Arvores de Difusao

proc Slay (Chave x, var T Arvore) {
se TA.Val = x entao retornar
se x<T™.Val entao {

} sendo{ %x>T"Va
se x = TA.Dir*.Val then RotacaoEsquerda (T)
senao se x> TA.DirM.Val
entao {
se x1 TA.DirA.Dir*Val entao Splay (x, T*.Dir.Dir)
RotacaoEsquerdaEsquerda(T)

} senéo {
se x! TA.Dir*.Esg™.Val entao Solay (x, T".Dir*.Esq)
RotacaoDuplaEsquerda (T)

}

} 199



Exemplo de Difusao
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Exemplo de Difusao
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Exemplo de Difusao

i li:j)\/
S 'rff; I\_lD
of 5
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Exemplo de Difusao
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Complexidade de Arvores de Difuséo

» Nao faremos uma andlise completa da complexidade
amortizada de arvores de difusao (vejalivro texto)

= E possivel entretanto entender intuitivamente porgque o
custo amortizado € de O (mlog n)

» Deformagera, hadoisfatores aconsiderar:
e Custo real: tempo que afuncao Splay leva para
compl etar seu trabal ho. E proporcional ao nivel de x na
arvore

« Melhorano balanceamento: O quanto a aplicacéo da
funcao Solay melhora o balanceamento da arvore
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Complexidade de Arvores de Difuséo

= Considere 0 caso em gue o elemento sendo buscado se
encontra em um nivel muito profundo da arvore (na
subarvore A ou B abaixo, por exemplo)

* Ent&o, gastou-se muito tempo parafazer o splay

 Entretanto, a subarvore A ou B, que necessariamente
contém muitos nos, agora se encontra mais proximada
ralz e aarvore agora esta mais balanceada

f’w

ORYA < 28
/S /a\ R /<




Complexidade de Arvores de Difuséo
= Considere 0 caso em gue o elemento sendo buscado se
encontraem um nivel raso da arvore.
» Ent&o, gastou-se pouco tempo parafazer o splay
» Seisso acontece sempre, a arvore esta balanceada

= Deformageral, podemos ver que ou o splay nao tem custo
alto ou entao ele contribui para melhorar o desempenho da
arvore em futuras buscas
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Listas de Prioridades
* Em muitas aplicagoes, dados de uma colecao séo acessados
por ordem de prioridade

= A prioridade associada a um dado pode ser qualquer coisa:
tempo, custo, etc, mas precisa ser um escalar

= Nesse contexto, as operagdes que se costuma querer
Implementar eficientemente sao

» Selecdo do elemento com maior (ou menor) prioridade
* Remocao do elemento de maior (ou menor) prioridade
 Insercéo de um novo elemento
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Listas de Prioridade

* |mplementacao

Oer acio Lida Lista Arvore

perag Ordenada |Balanceada
Selecao O(n) O(1) O(log n)
Insercéo O(1) O(n) O(log n)
Remocéo

1 ol

domenon | O™ (1) (logn)
Alteracao (de
prioridade) O(n) o) O(log )
Construcao O(n) O(nlogn) | O(nlogn)
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Listas de Prioridade

* |mplementacao

Lista

Arvore

Operagdo | Lista Ordenada | Balanceada | &P
Sel o o(n) o) ofogn) |0
Insercéo o) o(n) Ologn) | O(logn)
Zi“rszi‘gr) o(n) o(1) Oflogn) | O(logn)
o oM o(n) O(logn) | Oflogn)
Construcao O(n) O(nlogn) |O(nlogn) [O(n)
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Heaps
Estruturas proprias para implementacéo de listas de
prioridade

Podem ser pensadas como arvores binarias (mas nao de
busca) onde todos 0s nos possuem as propriedades

» chave do no £ chave do n6 a esguerda (se houver)
» chave do no £ chave do no adireita (se houver)

Como essas propriedades valem paratodaa arvore, araiz
contém a chave (prioridade) de menor valor

Diferentementemente de arvores binarias de busca, heaps
sa0 implementados usando arrays

209



Implementando Arvores Binarias com Arrays

= Dado um ndé armazenado no indicei, € possivel computar o
indice

 donofilhoesguerdodei: 21
« donofilhodireitodei:2i+1
e dondpaidei:idiv?2
» Paraarmazenar uma arvore de altura h precisamos de um array
de 2" — 1 (nimero de n6s de uma arvore cheia de altura h)

1234567891011
alblc|d]le|flglh|i]] ]|k

~ g

1 2 3 4
niveis
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Implementando Arvores Binarias com Arrays

= Dado um ndé armazenado no indicei, € possivel computar o
indice

 donofilhoesguerdodei: 21
« donofilhodireitodei:2i+1
e dondpaidei:idiv?2
» Paraarmazenar uma arvore de altura h precisamos de um array
de 2" — 1 (nimero de n6s de uma arvore cheia de altura h)

1234567891011
alblc|d]le|flglh|i]] ]|k

~ g

1 2 3 4
niveis
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Alterando a Prioridade em Heaps

= Seum no tem seu valor alterado, a manutencdo das
propriedades do Heap pode requerer que nd migre na
arvore

o paracima(seelediminuir devalor)
e parabaixo (se ele aumentar de valor)
* Paracadauma dessas situagoes utiliza-se um algoritmo de
migracao:
e subir (i, n, H) migrao no i paracimano heap H
 descer (1,n,H) migrao nd i parabaixo no heap H (sendo
n 0 nUmero total de nds da arvore/heap)

= OBS.: Num heap os algoritmos de insercéo e remocao
mantém 0s n nos da arvore nas n primeiras posicoes do
array.

211



Migracao de valores num Heap

proc Pai(i) { retornar i div 2}
proc Esqg(i) { retornar i * 2}
proc Dir(i) { retornari* 2+ 1}
proc Subir (i,n, H[1..n]){
sei>1eHT[Pai()] > H]J[i] entao {
H [i], H[Pai(i)] = H[Pai(i)], H[i]
Subir (Pai(i), n, H)
}
}
proc Descer (i,n, H[1..n]){
se Dir(i) Ene H[Dir(i)] <H [Es(i)]
entao filho -~ Dir(i)
senao filho- Es|(i)
se filho£n eH [filho] <H [i] entéo {
H [i], H [filho] = H [filho], H [i]
Descer (filho, n, H)
}

} 212



Migracao de valores num Heap
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Migracao de valores num Heap
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Migracao de valores num Heap
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Migracao de valores num Heap
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Migracao de valores num Heap
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Migracao de valores num Heap
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Migracao de valores num Heap
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Migracao de valores num Heap
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Migracao de valores num Heap
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Insercao e Remocao num Heap

Claramente, Subir e Descer tém complexidade O(log n) ja que
percorrem no maximo um caminho igual aalturadaarvore que
completa

Parainserir, basta colocar o novo valor naposicadon + 1 do heap e
chamar Subir

Pararemover o menor valor, basta substituir araiz (H [1]) por H (n) e
chamar Descer

proc Inserir (x,n,H[1..n+1]){
n- n+1
H[n] = X
ubir (n, n, H)

}

proc RemoverMinimo (n, H [1..n]) {
H[1] - HI[n]
n- n-1
Descer (1, n, H)

} 214



Construcao de Heaps

Se queremos construir um Heap com n elementos, podemos recorrer aum
algoritmo ingénuo, isto €, inserir os n e ementos um aum num heap
Inicialmente vazio.

Mais simplesmente, podemos colocar os n elementos no array H e “subi-los’
umaum

parai desde 2 até n fazer Qubir (i, i, H)
Este algoritmo ingénuo tem complexidade O(n log n)
Entretanto, pode-se ordenar o heap em O(n) se observarmos.

o Asfolhasdaarvore (elementosH [ndiv 2 + 1 .. n]) ndo tém descendentes
e portanto ja estao ordenadas em relacao a eles

» Se acertarmostodos 0s nosinternos (elementos

H[1..ndiv 2]) em relacdo a seus descendentes (rotina Descer), o heap
estara pronto

e E preciso trabalhar de trés para frente desde n div 2 até 1 poisas
propriedades da heap sdo observadas apenas nos nivels mais baixos
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Construcao de Heap

parai desde ndiv2 decrementando até 1 fazer Descer (i, n, H)
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Construcao de Heap

parai desde ndiv2 decrementando até 1 fazer Descer (i, n, H)
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Construcao de Heap

parai desde ndiv2 decrementando até 1 fazer Descer (i, n, H)
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Construcao de Heap
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Construcao de Heap
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Construcao de Heap
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Construcao de Heap
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Construcao de Heap
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216



Construcao de Heap

parai desde ndiv2 decrementando até 1 fazer Descer (i, n, H)
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Construcao de Heap

parai desde ndiv2 decrementando até 1 fazer Descer (i, n, H)
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Construcao de Heap

parai desde ndiv2 decrementando até 1 fazer Descer (i, n, H)
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Construcao de Heap

parai desde ndiv2 decrementando até 1 fazer Descer (i, n, H)
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Complexidade do algoritmo de construcao de Heap

= Suponhamos gque a arvore seja cheia. Entao,

e n=2"—1, ondeh éaaltura

o desses, apenas 2'-1 —1 sio nds internos
A raiz da arvore pode descer no maximo h—1 niveis
Os dois nds de nivel 2 podem descer h— 2 niveis

e Os2"-2 ndsdenivel h—1 podem descer 1 nivel
Logo, no total temos

S=1(h- D +2(h- 2)+2%(h- 3) +...+ 2" (1)
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Complexidade do algoritmo de construcao de Heap

» Pararesolver esse somatdrio, dobramos Se a seguir
subtraimos S agrupando os termos com mesma poténcia de
2

S=1(h- 1) +2(h- 2) +2%(h- 3) +...+ 2" 2(1)
2S=0+2(h- D)+ 2°(h- 2)+...+2"2(2) + 2" (1)
2S- S=(-h+1)+2(h-1- h+2)+..+2"%(2- 1) +2" (1)
=1- h+2+2% 4+, +2M24 M1

h-1
=-h+g 2 =-h+2"-1=-h+n=0(n)
=0
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HeapSort

» Umavez que dispomos dos algoritmos para operar sobre
um heap € possivel usa-los para ordenar um array:

e Construir o heap usando o método explicado
anteriormente

* Repetidamente remover o menor elemento e mové-lo
parao fim do array, acertando o heap:
M= N
enquanto m> 1 fazer {
H[1]JH[m = H[m],H [1]
Descer (1, m, H)
}

o Aofinal, o array estd ordenado decrescentemente

e Paraobter ordem crescente, ou Inverte-se a ordem do
array (O(n)) ou utiliza-se um heap onde araiz € o maior

de todos 0s e ementos
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Tabelas de Dispersao (Hash Tables)

=  SJo tabelas (arrays) cujos indices sao de alguma formarelacionadas
com 0s contetidos das posi coes respectivas

* O relacionamento € estabelecido por umafuncéo h:N® M, onde o
dominio N é o espaco de chaves e M € 0 espaco de indices

o Exemplo:
— N €0 conjunto de todas as cadeias afabéticas
— M éuminteiro entre65 e 91
— h éo codigo ASCII do primeiro caractere da cadeia
» h(f AMORA’) =65
» h(*ZEBRA’) =91
= A idéa éobter um método paraimplementacdo de dicionarios onde o
acesso auma dada chave pode ser feito em O(1) namédia.
* No pior caso, entretanto, 0 acesso pode ter custo O(n)
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FuncoOes de Dispersao

= |dealmente, funcdes de dispersao deveriam ser injetivas, isto €, todas
as chaves deveriam ser mapeadas por h em um indice distinto
e |sto sO épossivel se [N| £ [M]
e Mesmo assim, pode n&o ser trivial construir afuncéo de disperséo

— Por exemplo, considere o conjunto S de nomes dos alunos
deste curso. Entéo

» |§ < 100 mas éimpossivel escrever umafuncao injetiva
para esse dominio que ndo leve O(|9) para ser avaliada

» Precisamos considerar como o dominio de h o conjunto de
todas as cadeias afabéticas (de ate 40 caracteres, digamos)

o Um casotrivia éh(x) = x. Em programacéo comercia isto €
conhecido como acesso direto
 Em gerd, IN| >> [M|
. Quando afuncéo de dispersdo ndo éinjetiva, podese ter duas chaves x

ey, X1 ytaisque h(x) h(y). Se setentar inserir ambas as chaves na
tabela tem-se o0 que € conhecido como colisao
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Funcoes de Dispersao
= Em geral, umaboafuncéo de dispersao deve reunir as
seguintes qualidades
 produzir poucas colisoes

— Depende de se conhecer algo sobre adistribuicao
das chaves sendo acessadas

— EX.. se as chaves sao codigos afanumeéricos que
comecam semprepor ‘A’ ou ‘B’, usar o primeiro
caractere das chaves pode levar a muitas colisoes

o ser facil de computar

— Tipicamente, funcdes contendo poucas operacoes

aritmeticas
e Ser uniforme

— ldealmente, 0 nUmero maximo de chaves que séo

mapeadas num mesmo indice deve ser [N|/|M|
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Funcoes de Dispersao — Metodo da Divisao

AssumindoN={0..n—-1} eM = {0.. m— 1}, afuncéo de dispersao
é dada por
h(X) = x mod m
Qual deve ser o valor de m?
e nao deveser uma poténciade 2
— sem= 2, h(x) = k bits menos significativos de x
* nN&o deve ser um nUMero par,
— semépar entdo h(x) épar U x épar
e napratica, bons resultados sdo obtidos com:
— m = ndmero primo ndo pProximo auma poténciade 2
— m= numero sem divisores primos menores que 20

N&o € bom que chaves sucessivas sgfam mapeadas em indices
sucessivos. Por isso, comumente se multiplica achave por uma
constante k antes de sefazer adivisao (m e k devem ser primos entre
gl):
h(x) = xk mod m
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Funcobes de Dispersao — Método da Multiplicacéo
= Assume-se m= 2K,

= Aidéaémultiplicar achave por ela mesma ou por alguma
constante c. Se o resultado cabe numa palavra com b bits,
toma-se os k bits do meio da palavra descartando os (b —
K)/2 bits mais e menos significativos

h(x) = (< div 20-K'2) mod 2k

ou
h(X) = (X c div 2(0-K/2) mod 2k
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Funcoes de Dispersao — Método da Dobra

» Suponha que a chave sgja dada por uma sequénciade
digitos escritos numa folha de papel. O metodo consiste
em dobrar sucessivamente a folha de papel apds o j-esmo
digito somando os digitos que se superpoem (sem fazer o
“va um”)
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Funcoes de Dispersao — Método da Dobra

» Umaoutravariagao consiste em fazer adobrade k em k
bits, ou sgja, considerando os “digitos’ O e 1 da
representacao binaria do nimero. O resultado € um indice
entre0e2k-1

» Nesse caso, ao inves de somar os bits, utiliza-se uma
operacao de ou-exclusivo entre os bits

« Naoseusa“€e’ (“ou”) pois estes produzem resultados
menores (maiores) que 0s operandos

= Exemplo: Suponhak =5
71 = 0001000111,
h(71) = 00010, xor 00111, = 00101, =5
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Funcobes de Disperséo — Método da Analise dos Digitos

» Usado em casos especialissimos

= E preciso conhecer todos os valores de antemao

= Ver Livrodo Jayme

» Sealguma aplicacao precisar de uma funcao de hash
g ustada para uma colecao particular de chaves, deve usar
um dos métodos para computar funcoes de hash perfeitas

» eg.. gpef [Schmidt 90]
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Tratamento de Colisdes — Encadeamento Exterior

= Mesmo com boas funcdes de dispersao, a medida que o

fator de cargaa (nUmero de chaves armazenadas / nUmero
de indices) aumenta, a probabilidade de haver colisdoes

aumenta

* De maneirageral qualquer tabela de espalhamento precisa
prever algum esquema para tratamento de colisoes

» Umadas maneiras mais empregadas para lidar com
colisdes é permitir que cada posi¢ao da tabela segja ocupada
por mais de umachave

 Em vez de guardar uma chave, guarda-se umalista de
chaves

 Naverdade, pode-se usar qualquer estrutura— uma
arvore, por exemplo — mas como a ocorréncia de
colisOes deve ser relativamente rara, uma lista ordenada

OuU Nao costuma ser suficiente -~



Tratamento de Colisdes — Encadeamento Exterior

0 —~ 0T
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Tratamento de Colisbes — Encadeamento Exterior
» Quantas comparacOes podemos esperar em média para um
acesso a chaves nao presentes (buscas sem sucesso)?

« Supomos gue h € umafuncdo uniforme, que o fator de
cargadatabela e a e que as listas sGo n&o ordenadas

« Entdo a probabilidade de h computar cadaindicei é
uniforme eigual al/m

* O numero de comparacOes feitas ao se acessar a entrada
| databela é o comprimento dalista L,

 Entao,

. 1%t on
Custo Médio == g || =— =a = Fator deCarga
m .2 m
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Tratamento de Colisdes — Encadeamento Exterior

» Quantas comparacOes podemos esperar em média para um
acesso a chaves presentes (buscas bem-sucedidas)?

 Para achar uma chave X, pesquisa-se umalista L,

« Além da comparacéo bem sucedida com a chave
armazenadaem L, , 0 nUmero de comparagoes mal-
sucedidas € o comprimento dalista L, no momento em
gue X fol originalmente inserido na tabela

« Sexfoi a(j+1)-essimachave aser incluida, entdo o
comprimento medio deL; éj/m
e Ent&o o custo medio e dado por

nl ' n-1 O )
CM==3 (1+_)__c;n+£aJ O_,,Nn-3)_..a 1

nJ:O ng M 4 2nm 2 2m
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Tratamento de Colisdes — Encadeamento Exterior

* Portanto, se mantemos o fator de carga baixo (menor que
uma constante a ), temos gque a complexidade média da
busca é O(1)

= A Unicadesvantagem do encadeamento exterior € que ele
reguer o uso de estruturas externas e com isso 0 uso de
alocacéo dinamica de memdriae o “overhead”
correspondente

» Paracontornar i1Sso pode-se usar encadeamento interior ou
enderecamento externo
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Tratamento de Colisbes — Encadeamento Interior

= A idéaeéusar como nés das listas as proprias entradas da
tabela

= Haduas variantes

= Naprimera, atabelade m entradas é dividida em duas
porcoes:
A funcéo de disperséo h retorna apenas indices na
primeiraporcéo —de 0 ap —1, por exemplo
A segunda porcao — indices de p am-1€ usada como
area comum para overflow

» Pode acontecer que a area de overflow sgja toda tomada
sem gue todas as entradas da tabela tenham sido usadas

» Pode-se aumentar a érea de overflow diminuindo-se p,
mas isso também éineficiente. No limite, p=1ea
tabela resume-se auma lista encadeada
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Tratamento de Colisbes — Encadeamento Interior

Na segunda variante, todo o espaco de enderecamento é
usado

O maior problema dessa abordagem € que pode haver
colisOes secundarias, isto € colisdes entre chaves n&o
sinonimas (h(x) * h(y))

Quando ocorre uma coliséo, a chave é armazenada na
primeira posicéo livre apos h(x), aposicao d, digamos

Se agoraincluirmosy tal que h(y)=d, teremos a fuséo das

listas correspondentes a h(x) e h(y), diminuindo a
eficiéncia do esguema

234



Tratamento de Colisbes — Encadeamento Interior

= Um outro problema refere-se as dificuldades introduzidas
NO processo de exclusao

* Nao se pode simplesmente retirar o elemento da cadela

« Além do valor de chave especia que indica*posicéo
vazid’, é preciso criar um valor de chave especial que
Indica “elemento removido’

o Umainsercéo posterior pode reaproveitar posicoes
marcadas com “elemento removido”
» Naverdade, encadeamento interior com espaco de
enderecamento Unico n&o € umaboaidéa, jaque 0s
problemas sao 0s mesmos encontrados no tratamento de

colisdes por enderecamento aberto, sendo gque nesse ultimo

temos a vantagem de n&o precisar de ponteiros
235



Tratamento de Colisbes — Enderecamento Aberto

» Aoinvésde usar ponteiros, utiliza-se uma outra funcao de

dispersao que indica o proximo indice a ser tentado. Em
geral temos a funcéo de disperséo h (X, k) onde

e Xéachave
e k=0, 1, 2, etc. €0 numero datentativa

* h (X, k) tem que ser desenhada de tal forma a visitar todos
0S m enderecos em m tentativas

= NO pior caso, mtentativas sao feitas
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Tratamento de Colisbes — Enderecamento Aberto

» Tentativalinear:

* h(x,kK)=(h (X) + k) mod m

« Tem adesvantagem de agrupar tentativas consecutivas
» Tentativa quadréatica

e h(x,K=(" (X) +c, k+ c, k’) mod m

* Resolve o0 problema do agrupamento primario

* Problema do agrupamento secundario

—chavesxeytaisqueh (X) =h (y) geram amesma
seguiéncia de tentativas

* Dispersao dupla

e h(x,K)=(h (X) +kh’ (X)) mod m
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